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FUR E OG ANEOBCERLA E BeE BISOUS TH p CET 
一 词 的 狭 隆 理 解 。 

数 等， 意味 者 一 切 通 过 推理 或 计算 破解 谜 题 的 历程 ， 但 是， 单纯 对 
问题 抽象 结构 进行 思考 ， 也 是 数学 的 一 部 分 。 这 是 一 个 尤其 深 沿 自由 创 
造 的 领域 。 你 在 下 西洋 跳棋 或 者 国际 象棋 时 ,就 是 在 处 理 数学 问题 。 棋 
子 的 形状 或 棋盘 的 材质 都 不 重要 。 当 一 场 棋 局 被 登载 在 专业 报刊 上 时 ， 
唯一 重要 的 是 用 符号 代码 记录 下 游戏 的 一 般 几 何 状 态 。 夺 这 个 状态 出 现 
在 未 来 的 棋局 中 ,而 你 已 经 知道 如 何 锁定 胜局 , 屠 你 就 一 定 能 再 次 获胜 。 

物理 学 也 经 第 可 以 转化 成 类 似 的 游戏 形式 。 计 算 机 科学 也 是 一 样 的 ， 
连 法 律 也 不 例外 ， 一 些 基 本 法 律 原 则 就 起 春 几 何 公 理 的 作用 。 人 际 交 往 
中 有 时 也 包含 着 策略 性 的 因素 ， 将 人 与 人 之 间 的 天 系 转化 为 数学 游戏 。 

不 过 ， 我 们 在 学 校 学 到 的 显然 不 是 这 些 无 处 不 在 、 充 满 创意 的 数学 。 
这 不 能 不 令 人 倍 感 遗 憾 ， 和 否则， 也 不 会 有 这 么 多 人 宣称 不 喜欢 数 尝 ， 或 
者 对 数学 一 加 不 通 了 。 任 何 勤奋 的 人 只 要 愿意 在 数学 上 稍稍 投入 一 点 精 
力 ， 在 研习 经 济 醒 型 、 统 计数 据 、 生 命 科 学 等 领域 时 会 更 加 得 心 应 手 。 
无 论 做 何事 ， 厂 想 奶 求 完美 与 成 功 ， 必 需要 运用 到 数学 。 数 学 能 激发 想 
象 力 和 创造 力 ， 是 拓展 新 知 的 最 佳 原动力 。 

本 书 前 两 革 将 介绍 有 限 或 无 穷 不 可 能 图 形 ， 向 读者 举例 说 明 数 学 可 
以 既 没 有 复杂 公式 也 没有 严密 推理 。 的 确 ， 我们 讲 的 是 抽象 形状 与 几何 
和 尝 ， 甚 至 在 插图 中 给 出 了 定理 。 但 是 ， 所 有 人 和 昼 能 理解 主题 ， 并 从 这 些 
奇怪 的 图 像 中 找到 乐趣 ， 无 一 例外 。 乍 一 看 可 能 的 图 形 ， 仔 细 看 却 显 得 
不 可 实现 ， 再 次 器 详 ， 努 力 忽略 “ 视 沉 反射 ”后 ， 最 终 才 能 看 出 闪 倪 。 

传说 来 自 中 国 的 七 巧 板 能 让 四 岁 孩 子 爱不释手 , E, BRR, D 
披 院 、 视 觉 编 码 、 独 特质 数 、 蜥 蝎 数 列 …… 让 人 人 着迷， 引发 尺 人 的 稼 力 
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成 就 。 数 学 探险 中 的 趣 题 将 向 你 一 章 一 章 地 展开 。 这 些 主题 出 自 《 为 了 
科学 》 杂 志 每 月 刊登 的 《逻辑 与 计算 》 专 栏 ， 内 容 彼此 独立 ， 你 可 以 随 
意 选 取 阅 读 。 这 些 文章 会 让 你 了 解 广义 上 的 数学 世界 ， 这 也 是 数学 的 本 
KER Molte splen EORR, BRAS, BU Gu. 

在 本 质 上 ， 数 学 世界 是 永恒 且 不 随时 间 变化 的 : 我 们 今天 所 讲 的 内 
容 ， 若 不 包含 错误 ， 在 一 个 世纪 或 千年 之 后 还 会 被 重复 宣讲 。 然 而 ， 人 
类 的 知识 在 不 断 进 步 ， 即 便 在 趣味 课题 方面 ， 也 不 断 有 新 的 发 现 。 数 学 
有 着 惊人 的 生命 力 , 新 的 想法 一 刻 不 停 地 涌现 , 并 逐渐 走向 成 熟 。 比 如 ， 
人 们 也 是 刚刚 才 知道 20 步 就 可 以 还 原 一 个 颇 为 杂乱 的 魔方 ， 刚 刚才 知 
道 砖 块 堆 秋 能 产生 多 大 的 最 大 悬空 。 

充满 活力 与 趣味 ， 供 所 有 人 之 用 ， 引 发 万 千 赞叹 一 一 对 于 愿意 打开 
眼界 和 思维 的 人 ， 这 便 是 数学 。 
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人 们 往往 从 悖 论 中 获得 思维 的 乐趣 ， 而 
儿 何 学 的 悖 论 就 是 不 可 能 图 形 。 如 今 我 们 已 
创造 出 数 千 种 这 样 的 二 维 图 像 ， 不 断 挑 战 我 
ES EE. SAR, RA CI 
也 缠 沽 者 无 穷 的 变化 和 巧妙 的 发 现 。 


不 可 能 ! 你 确信 吗 ? 


人 们 从 透视 错 完 得 来 灵感 ， 创 造 了 神秘 的 “不 可 能 医 
形 “。 人 类 的 视 完 系统 让 我 们 党 得 这 样 的 图 形 很 奇怪 。 然 而 
这 些 图 形 确实 是 可 行 的 ， 并 为 我 们 市 来 双重 乐趣 一 一 先是 慰 
奇 ， 然 后 理解 。 





亚历山大 马赛 ，1829 年 生 于 法 国 坎 佩 尔 。 他 在 1872 年 发 明了 四 
眼 纽扣 的 系 衣服 方法 。 相 比 其 前 身 两 眼 纽 扣 ， 这 个 极其 简单 的 物件 具备 
不 会 因 旋 转 而 滑动 的 优点 。 四 眼 纽扣 曾 让 其 天 才 发 明 者 变 得 定 有 ， 如 今 
仍 以 数 千 亿 的 数量 出 现在 一 半 以 上 的 服装 上 。 你 也 一 定 拥有 几 件 配 有 四 
眼 纽扣 的 衣服 。 然 而 ， 四 眼 纽扣 也 许 应 当 早 1000 年 就 出 现 ， 甚 至 在 古 
代 就 该 问 址 。 想 象 一 下 颇 为 有 趣 : 伟大 的 亚 里 士 多 德 或 许 忽略 了 这 枚 纽 
扣 的 存在 ， 而 他 的 生活 质量 本 可 以 因此 改善 。 

目 行车 、 四 色 定 理 、 整 数 和 一 条 直线 上 的 点 之 间 双 射 的 不 可 能 性 、 
康 威 生命 游戏 、 便 利 贴 、 不 可 能 图 形 ， 都 是 近来 一 些 顾 为 人 简单 的 创意 。 
很 难 解释 它们 为 何 这 么 晚 才 闪现 在 人 类 的 脑海 中 。 这 些 发 现 让 人 不 禁 自 
问 ， 我 们 今天 是 不 是 也 对 身 劳 的 一 些 想法 视而不见 一 一 而 我 们 的 后 代 也 
许 会 对 我 们 的 盲目 难以 理解 。 




















罗 特 斯 维尔 德 ， 别 无 他 人 ! 


不 可 能 图 形 及 其 无 穷 的 变化 市 我 们 从 心理 学 迈 入 柯 纠 乞 术 与 数学 的 
世界 ， 最 终 来 到 计算 机 图 形 学 领域 。 最 近 的 一 些 研 究 成 采 既 展示 了 人 们 
对 不 可 能 图 形 更 深入 的 理解 ， 也 其 露出 我 们 思维 的 欠缺 。 

仔细 找 找 ， 我 们 会 在 古代 绘画 和 版 画 中 发 现 不 可 能 物体 的 蛛丝马迹 
(参见 “不 可 能 图 形 的 先驱 )。 然 而 ， 我 们 并 不 确定 作者 是 否 刻 意 留 下 
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Bayerische Staatsbibliothek de Munich 





这 样 的 踩 迹 ， 还 是 仅仅 出 于 对 透视 法 则 的 无 和 、 粗 心 或 者 错 用 。 在 威廉 
质 加 斯 的 版 画 或 马 塞 尔 ' 杜 沿 的 不 可 能 床 中 ， 图 画 是 刻意 为 之 ,但 离 
纯粹 的 构思 还 相去 其 远 , 并 且 没 有 一 个 早期 不 可 能 图 画 脱离 了 现实 世界 。 
画 中 错乱 的 现实 世界 ,似乎 是 制造 错觉 不 可 或 缺 的 源 果 。 
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不 可 能 图 形 的 先驱 。 法 王 亨利 二 世 收 藏 的 一 本 早 于 公元 1025 年 的 《圣经 》 
选读 中 有 一 幅 圣 母 像 (a)， 夯 像 中 装饰 柱 的 位 置 不 合 常理 。 我 们 可 以 认为 这 个 错 
误 不 是 有 意 而 为 ， 而 是 源 于 对 透视 的 理解 不 足 。 在 勃 鲁 盖 尔 1568 ENEE (X 
刑 架 下 的 舞蹈 》(b) 中 央 有 一 具 几 何 形 状 很 奇怪 的 悬 架 一 到底 是 艺术 家 有 意 在 
作品 中 安放 这 个 奇怪 的 物体 ， 还 是 在 悬 架 透视 效果 上 出 了 差错 呢 ? 威廉 . 贺 加 
斯 于 1754 年 创作 的 版 画 (c) 就 是 存心 弄 错 的 透视 戏法 。 点 烟斗 的 人 在 给 他 递 炎 
人 的 房子 后 面 很 远 的 山上 。 同 样 ， 羊 群 里 最 远 的 那 头 却 画 得 最 大 ! 树 也 一 样 。 
马 塞 尔 . 杜 尚 在 1917 年 根据 一 幅 广告 画 画 了 一 张 不 合 常理 的 床 (d)。 

















不 可 能 ! 你 确信 吗 ? 3 


Jy; HE A PRESE - 罗 特 
斯 维尔 德 (1915—2002 ) 


A 
是 不 可 能 图 形 无 可 争议 的 T ; 
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奥斯卡 在 拉丁 文 课 上 百 无 
聊 赖 。 不 知 不 觉 间 ， 他 开 
台 画 出 了 像 图 A 中 那样 摆 
放 、 位 置 不 合 常理 的 9 个 立方 体 。9 个 立方 体 连 起 来 ， 就 有 了 图 B 中 著 
名 的 “不 可 能 三 角形 ”。 不 可 能 图 形 就 是 这 样 诞 生 的 。 当 他 意识 到 自己 
画 了 什么 后 ， 奥 斯 卡 … 罗 特 斯 维尔 德 将 毕生 都 投入 到 研究 透视 悖 论 的 问 
题 中 。 


20 年 之 后 ， 数 学 家 罗 杰 ' 潘 洛斯 和 他 的 父亲 里 郧 内 潘 洛斯 重 
新 发 明 的 不 可 能 三 角形 出 现在 《 瑞 国 心理 学 期 刊 》( British Journal of 
Psychology) 上 的 一 篇 科学 文章 中 。 今天 ， 它 被 “不 公正 地 ” 称 为 潘 党 
斯 三 角形 ， 并 有 数 不 清 的 变化 形式 。 

奥斯卡 ， 罗 特 斯 维尔 德 发 明 并 且 画 了 数 百 个 不 
可 能 图 形 ， 为 此 ， 他 的 祖国 瑞典 在 1982 发 行 了 一 套 
印 厦 其 数 百 幅 作品 的 邮票 ( 见 左 图 ) UREZ. R 
里 次 . 科 内 利 斯 * 埃 舍 尔 用 美妙 的 版 画 为 这 些 令 人 
困扰 的 几何 物体 带 来 巨大 声誉 ， 并 昕 次 将 其 置 于 复 
杂 的 图 形 创作 中 ， 彰 显 其 魔幻 般 的 美 。 

如 今 ， 其 他 亏 术 家 继续 着 不 可 能 图 形 和 透视 错 
党 的 游戏 ， 创 造 了 引 人 思 考 的 作品 ， 个 中 芯 妙 力量 可 谓 妙趣 模 生 ， 令 人 
喷 喷 称奇 。 其 中 最 巧妙 的 艺术 家 包括 我 们 认为 坊 称 第 一 的 桑 德 罗 “ 德尔 
iE. DEBIAN. EE (EAS. BME, nie. MRUUMR. T 
田 繁 雄 、 哈 梅 元 斯 、 谢 帕 德 、 奥 洛斯 。 


H 1934 年 以 来 ,导论 图 形 爱 好 者 发 明了 各 种 令 人 难以 置信 的 不 可 
物体 ， 除 此 以 外 ， 数 百 篇 针对 不 可 能 物体 的 文章 也 探讨 了 众多 问题 。 
些 让 人 称 叹 的 小 小 图 画 引 出 了 数 不 清 的 谜 题 ， 相 关 最 新 研究 改变 着 人 
对 空间 认 知 的 理解 ， 这 至 今 仍 是 个 挑战 。 
































能 
这 
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不 可 能 图 形 的 定义 


乍 一 看 ,一 幅 不 可 能 图 形 所 展现 的 好 像 是 人 们 习以为常 的 三 维 物 体 。 
但 仔细 端详 ， 便 能 看 出 其 中 的 不 可 能 性 : 任何 对 整 幅 图 形 的 逻辑 解释 似 
乎 都 无 法 成 立 。 不 可 能 图 形 为 我 们 的 视 党 系统 设 下 了 陷阱 。 

陷阱 通 第 是 这 样 的 : 图 形 的 每 一 部 分 立即 被 我 们 的 大 脑 理解 为 一 个 
三 维 物 体 ， 只 有 从 一 部 分 看 到 另 一 部 分 ， 试 图 从 整体 协调 不 同 部 分 时 ， 
图 形 中 日 相 了 矛盾 的 地 方才 会 显现 。 不 同 的 图 形 有 不 同 的 矛盾 之 处 : 

a 两 个 远近 不 同 的 平面 ， 本 不 该 相交 却 相 交 了 ; 

a 物体 中 的 某 一 个 平面 ， 从 不 同 角度 观察 ， 可 以 被 认为 是 在 上 面 























或 者 在 下 面 ; 
O 图 画 中 的 某 一 个 区 域 ， 结 合 图 画 中 不 同 部 分 ， 可 以 看 成 是 空 的 
或 者 满 的 ; 





口 两 个 平面 相交 的 角 ， 可 以 是 “四 陷 ”或 者 “ 吓 起 ”等 。 

同样 令 人 慰 讶 的 是 ,一 切 所 谓 的 “不 可 能 ”图 形 都 古 可 能 的 。 为 了 
证 明 这 一 点 ， 我 们 提出 一 般 性 定理 (参见 “如 何 让 它们 变 得 可 能 ? ”)， 
或 者 做 出 一 些 三 维 物 体 并 对 其 招 照 ， 以 产生 想 要 的 图 像 。“ 一 些 不 可 能 
图 形 ” 中 就 有 一 系列 例子 。 观 察 者 认为 来 日 图 形 本 里 的 了 矛盾， 其 实 源 日 
思维 所 做 出 的 简单 假设 ， 而 这 些 假设 又 将 思维 市 进 了 理解 上 的 死 明 同 。 














2. 如 何 让 它们 变 得 可 能 ? 
“可 不 可 以 让 不 合 逻 辑 的 图 形变 得 可 能 ?”” 有 一 个 简单 的 答案 : 用 铁 
丝 做 出 结构 ， 每 条 线段 用 一 根 铁丝 ! 也 有 更 好 的 方法 ， 下 面 的 定理 指出 对 








于 很 多 轮廓 图 画 〈 包 括 不 可 能 图 形 ) ， 我 们 可 以 找 出 与 之 对 应 的 多 面体 来 
呈现 其 图 像 。 


定理 : 对 任何 由 直线 段 组 成 并 可 分 割 成 多 边 形 
7] Z KP, PAX D, d E RERP, PS 
的 平面 上 的 投影 为 图 形 F。 

换 句 话说 ， 从 无 穷 远 的 地 方 沿 着 D 方 向 观察 P,,…,P,， 可 以 看 到 图 形 F。 
该 定理 对 潘 洛 斯 三 角形 和 大 部 分 相关 物体 都 适用 。 它 也 可 以 推广 到 包含 曲 
线 的 图 ,或 用 来 研究 其 他 类 型 的 透视 法 。 


集合 的 图 形 F， 存 在 一 系 
平行 于 D 方 向 在 与 D 垂 直 
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该 定理 的 证 明 很 简单 。 
假设 图 形 F(a) 可 以 分 解 成 互 
不 重合 〈 某 些 线段 在 分 解 时 
可 重复 出 现 两 次 ) 的 多 边 形 
AA 的 拼接 (b)。 ipd 

&—^2 3 76 A 生成 一 个 多 
A 的 面 重 直 于 D 方 向 ， 并 通过 
每 一 个 顶点 将 两 个 面 彼此 相连 
(EP: P 是 底面 为 A 的 柱 体 ) 。 
从 远 处 沿 着 D 方 向 看 (d),， 多 面 
WP 呈现 图 像 A。 对 与 A, 相对 应 
的 不 同 多 面体 取 不 同 的 高 度 ( 使 
其 每 一 条 边 都 不 会 在 多 面体 合 
并 时 消失 ) , 就 得 到 了 要 找 的 
多 面体 集合 (e)。 
形 3g 和 3j 不 适用 ， 因 为 它们 的 轮 廊 图 不 能 被 分 解 成 





n 








3. 一 些 不 可 能 图 形 








在 大 多 数 情 况 下 ， 这 些 假设 , 例如 “物体 的 限定 面 一 定 是 平 的 ” 
或 “在 图 画 中 看 起 来 是 直 的 ， 在 空间 中 束 一 定 是 一 条 直线”， 可 以 使 人 
快速 并 正确 地 理解 现实 世界 的 图 像 。 但 在 观察 不 可 能 图 形 时 ， 这 些 假设 
会 引起 大 脑 对 面积 和 体积 相对 布局 的 想象 ， 反 而 使 图 画 的 各 部 分 之 间 无 
法 匹配 。 被 家 蔽 的 视觉 系统 难以 摆脱 目 己 设 下 的 局 部 理解 ， 种 种 疑惑 就 
会 令 视 党 系统 得 出 看 似 效 盾 的 绪论 。 于 是 ， 思 维 开 始 原 地 打转 ， 徒 荔 地 
寻找 着 对 图 像 的 整体 理解 一 一 合理 的 阐释 虽然 存在 ， 却 永远 找 不 到 。 


























不 可 能 图 形 的 实物 化 


长 久 以 来 ， 屠 论 图 形 的 照片 层出不穷 。 一 开始 ， 人 们 只 能 做 出 不 可 
能 图 形 的 初级 实物 化 作品 ， 后 来 才 令 其 愈加 复杂 。 和 福田 索 雄 早 在 1982 
年 就 做 出 了 埃 舍 尔 版 夯 《 观 景 楼 》 的 木头 和 塑料 版 本 。 


蚀 田 繁 雁 在 1985 Ye SC EL T Ex AR Hy Enn CIE B s 此 作 之 后 又 
At HR en BAIN RALES MERU T He PAZ UA. (http://www. 
andrewlipson.com/lego.htm )， 天 才 发 明 家 人 詹姆斯. Ek CE HIE 
水 实现 了 一 个 模拟 此 作 的 喷 果 ， 好 像 水 可 以 不 尽 流 消 〈http:/news.bbc. 
co.uk/l/hi/uk/3046791.stm )。 


不 可 能 三 角形 能 够 阐述 明显 矛盾 的 机 理 ， 并 加 以 解释 ， 这 就 需要 做 
出 一 个 实物 ， 使 其 从 合适 角度 看 时 呈现 不 可 能 图 形 。 让 我 们 来 观察 不 可 
能 三 角形 的 两 个 角 ， 遮 住 第 三 个 ( 如 图 所 示 )。 

人 们 一 定 将 该 图 形 理 解 为 三 根 横 截面 为 正方 
形 的 长 条 A、B 和 C 两 两 垂直 相交 ， 在 空间 中 构 
成 折线 形 。 当 然 ， 如 果 这 样 理 解 ， 长 条 A 和 C 并 
不 相连 。 于 是 ， 当 A 和 C 的 连接 突然 出 现在 完整 
的 图 画 上 时 ， 视 觉 系 统 就 判定 这 是 不 可 能 的 。 似 
乎 三 角形 的 任意 两 角 总 是 可 以 相 吻 合 ， 但 三 个 角 
ALANI. 

不 过 ， 至 少 有 三 种 方法 可 以 让 我 们 在 空间 中 构造 出 一 个 图 中 三 角形 
这 样 的 物体 。 
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(a) 第 一 种 方法 则 在 不 如 循 我 们 视觉 系统 中 的 潜在 假设 物体 的 限 
定 面 一 定 是 平 的 。 萝 森 * 埃 尔 伯 的 摄影 作品 (http:/www.cs.technion. 
ac.il/~gershon/EscherForReal/ ) 展示 了 实际 的 几何 形体 从 适当 的 角度 (A) 
拍摄 便 可 准确 地 与 矛盾 的 三 角形 相 吻 合 。 当 人 然 ， 我 们 从 为 一 角度 (B) 就 
能 看 出 端倪 : 真实 物体 的 各 个 面 实 际 上 是 复杂 表面 , 而 非 某 一 平面 的 片段 。 

(b) 第 二 种 方法 划 在 不 名 循 潜 在 的 假设 :“ 在 图 画 中 看 起 来 是 下 的 ， 
在 空间 中 就 一 定 是 一 条 直线 (A, B,)。” 

(c) 在 让 不 可 能 图 形变 为 可 能 的 方法 中 ， 最 有 效 的 办 法 就 是 让 实际 
物体 两 个 不 同 的 线段 重合 。 我 们 的 视觉 系统 假设 看 到 的 每 一 条 线段 都 代 
表 痢 三 维 物 体 的 唯一 线段 S$， 于 是 ， 把 物体 在 实际 中 并 不 相连 的 部 分 看 
成 是 相互 连接 的 (A5, B;)。 














A B A B 


1 1 2 2 





找 出 视觉 系统 所 做 的 次 在 假设 ， 是 实现 人 工 视 觉 系 统 的 关键 。1972 
年 发 明 并 在 1975 年 发 表 的 Waltz RIA, WGEA BERR MER. 
该 算法 致力 于 以 三 维 图 景 展 现 仅 由 直线 段 组 成 的 轮廓 图 画 。 

Waltz 算法 成 立 的 条 件 是 : 图 画 所 表现 的 物体 不 超出 图 画 界限 ; 相 
交 于 同一 个 点 的 线 不 多 于 三 条 ; 图 画 所 表现 的 是 多 面体 ， 是 由 平面 和 直 
核 边 构成 的 。 





8 第 一 章 平面 上 的 几何 艺术 


应 用 在 不 可 能 物体 上 ， 会 出 现 两 种 情况 : 

Q Waltz 算法 找 不 出 任何 三 维 的 解释 ， 在 某 种 
程度 上 ， 这 意味 着 它 找到 了 一 个 不 可 能 
JÉ (在 其 自己 的 假设 条 件 下 ); 

口 或 者 ， 该 算法 也 像 人 类 一 样 被 蒙 藤 ， 并 给 
出 一 种 解释 ， 但 仔细 观察 后 发 现 ， 这 种 解 
释 从 整体 上 看 并 不 成 立 。 

例如 ，Waltz 算法 可 以 检测 到 图 中 台阶 的 不 可 能 性 ， 却 对 不 可 能 
三 角形 无 能 为 力 。 

H 1972 年 以 来 ， 人 们 对 该 算法 不 断 加 以 完善 ; 或 者 说 ， 让 它 不 断 
复杂 化 ， 以 提高 算法 理解 轮廓 图 画 的 能 力 ， 并 弱化 我 们 强加 给 它 的 视觉 
假设 。 然 而 直到 今天 ， 没有 任何 计算 机 程序 能 够 得 出 完全 令 人 满意 的 结 
果 。 三 位 计算 机 视觉 专家 一 一 瓦 利 、 马 丁 和 铃木 在 一 篇 对 该 课题 30 年 
研究 成 果 的 总 结 性 文章 中 写 下 如 下 结论 : 

“计算 机 是 否 能 理解 轮廓 图画 ?在 一 定 程度 上 上， 答案 是 肯定 的 ,但 
计算 机 离 拥有 与 人 类 思维 等 同 的 能 力 还 有 很 大 距离 。 通 过 不 断 改进 方法 ， 
计算 机 程序 能 够 恰当 地 理解 越 来 越 多 的 情况 。 但 是 ， 人 类 分 析 轮 廓 图 形 
的 能 力 因 素 仍 未 被 集成 到 程序 中 ， 原 因 很 简单 ， 这 些 因 素 尚 未 被 理解 和 
发 现 。” 

我 们 注意 到 ， 某 些 视觉 失 认 症 可 导致 患者 无 法 辨别 不 可 能 图 形 。 这 
些 图 形 对 他 们 来 说 并 无 矛盾 之 处 。 不 是 因为 患者 能 找到 复杂 的 理解 方法 ， 
而 是 他 们 的 视觉 系统 失去 了 察觉 各 部 分 之 间 不 一 致 性 的 能 力 。 可 以 说 ， 我 
们 的 计算 机 已 达到 了 这 些 视觉 失 认 者 的 程度 ， 但 尚未 达到 健全 人 的 水 平 。 

一 些 数学 方法 试图 描述 这 些 矛 盾 图 形 的 特征 : 罗 杰 . 潘 洛 斯 提出 应 
用 “上 同调 ”的 概念 ， 而 柯 琳 ' 巷 夫 则 提出 用 “ 洲 子 理论 ”的 概念 。 这 
些 方法 似乎 都 不 如 Waltz 算法 及 其 变 体 强 大 。Waltz 算法 及 其 变 体 是 基 
于 对 一 幅 图 画 中 2 个 或 3 个 线段 及 其 延伸 线 之 间 各 种 可 能 的 连接 类 型 的 
枚 举 。 
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我 们 在 试图 实现 等 同 于 人 类 三 维 分 析 能 力 的 算法 过 程 中 ， 遇 到 了 不 
少 困 难 ， 这 源 于 大 脑 一 项 微妙 的 技巧 : 善于 采用 假设 〈 因 为 这 些 假设 通 
党 市 来 正确 结果 )， 并 在 必要 时 蔡 用 。 面 对 所 谓 的 不 可 能 图 形 一 一 正如 
我 们 刚 说 过 ， 从 来 没有 完全 不 可 能 的 情况 ， 计 算 机 正 是 因为 不 具备 这 样 
的 假设 技巧 〈 尚未 被 发 现 ) 而 遇 到 了 困难 ! 一 幅 傈 单 的 图 像 也 能 难 住 计 
算 机 ， 因 为 可 能 存在 好 几 种 正确 的 理解 。 像 我 们 视觉 系统 那样 仅仅 采取 








Bde 
uci 





A Tex 
一 - - 
^ , 
^a i 
" py ^ di Li 
E E. A 7? A 
AT + p^ - 
"M r 3 
| 
ILLI ; A. a p> 
Pr : TÉ 34 | 
y F JS 
« A. g 7 + - 
SP $ ] X vA 
1 ed, : a: - 
i ! E > 


“你 所 看 到 的 一 切 并 非 一 定 是 现实 。” 版 画作 者 桑 德 罗 . 德尔 普 雷 特 说 。 两 
列 火 车 穿 过 扭曲 的 图 画 ， 却 又 是 图 的 一 部 分 ， 它们 会 相 撞 吗 ? 


Sandro Del Prete 
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最 有 可 能 的 一 种 理解 ， 恰 恰 是 一 件 极其 难处 理 的 任务 。 
如 有 果 设 计 一 个 三 维 物 体 ， 使 其 从 特定 角度 看 呈 二 维 图 像 ， 并 且 该 物 
体 有 可 能 属于 不 可 能 图 形 。 这 里 ， 拥 有 闫 可 逻辑 的 计算 机 能 派 上 大 用 场 。 


HIJRA peXOBHHIAE. PR uH eR GPL: £eTE1999 








桑 德 罗 “' 德尔 普 雷 特 的 象 
Sing] (上 图 ) ze "7r Inl BE 
3] EE RO BOSE AS n] BE 
KDE. SR IRIKA ANE 
拍照 证 明了 它 的 可 能 性 (7c 
图 )。 








Sandro Del Prete 








年 提出 了 一 般 理论 ， 用 以 设计 表面 看 来 是 不 可 能 图 形 的 三 维 物体 。 在 计 
算 机 程序 的 辅助 下 ， 该 理论 已 说 系统 地 应 用 在 一 系列 著名 不 可 能 图 形 的 
AMEE, FERRER 埃 舍 尔 、 桑 德 罗 ， 德尔 普 雷 特 、 奥 洛斯 和 尤 
斯 . 德 梅 等 人 复杂 作品 的 三 维 模型 。 

所 有 物体 都 有 一 个 特点 : 只 有 从 唯一 一 个 特殊 角度 ， 并 用 一 只 眼睛 
观看 时 ， 它 们 才 会 造成 自 相 耶 盾 的 效果 。 于 是 ， 就 产生 两 个 问题 ,是否 
可 以 设计 对 双 目 视觉 有 效 的 视觉 陷阱 ， 即 通过 一 对 立体 图 像 能 否 让 矛盾 
物体 产生 立体 感 ( 例如 不 可 能 三 角形 ) ? 是 否 可 以 设计 能 够 旋转 ， 并 继 
续 产 生 巴 盾 图 像 的 视觉 陷阱 9 这 两 个 问题 的 答案 都 是 肯定 的 。 

一 方面 ， 唐 纳 德 和 希 玛 尼 可 早 在 1998 年 就 成 功 制 出 对 应 不 可 能 三 
角形 的 不 同 立 体 视 觉 图 像 。 人 们 观察 这 幅 图 像 时 ， 会 感觉 看 到 了 具有 立 
体感 的 不 可 能 图 像 。 另 一 方面 ， 契 . 柯 和 彼得 ' 克 韦 希 也 成 功 针 对 一 些 
具有 对 称 中 心 的 矛盾 物体 创作 了 图 形 动画 。 物 体 自 身 可 以 旋转 〈 假设 物 
体 是 多 面体 ， 且 每 一 刻 都 保持 其 矛盾 性 )。 但 是 ， 物 体 只 能 被 连续 形变 。 
我 们 可 以 在 http://www.csse.uwa.edu.au/-pk/Impossible/impossible.html 欣 
质 这 样 的 动画 。 

政 盾 ， 是 刺激 数学 逻辑 推理 的 动力 。 同 样 ， 岁 形 效 盾 除 了 周身 茶 统 
的 神秘 色彩 及 其 市 给 人 们 的 视觉 乐趣 之 外 ， 对 于 只 能 用 双眼 视 沉 系统 看 
到 两 幅 二 维 图 像 ， 并 希望 以 此 来 探求 和 认 知 三 维 世 界 的 人 来 说 ， 在 很 长 
的 时 间 内 ， 这 一 予 盾 都 会 不 断 地 焕发 思考 与 研究 的 热情 。 
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无 穷 与 不 可 能 


在 一 幅 图 画 中 展现 无 穷 的 个 可 能 图 形 ， 看 起 来 可 能 有 些 
无 聊 。 然 而 ， 这 却 能 产生 令 人 困惑 的 图 像 ， 让 眼睛 面临 艰巨 


的 考验 。 


如 条 物质 世界 里 不 存在 无 穷 ， 既 没有 无 穷 大 也 没有 无 穷 小 ， 那 么 任 
何 的 无 穷 图 形 各 将 不 存在 。 两 条 铁轨 在 地 平 线 相交 的 景象 ，“ 科 赫 雪 花 ” 
在 任意 尺度 截取 的 轮廓 ， 只 会 是 近似 描绘 现实 世界 中 缺失 的 数学 无 穷 结 
构 一 一 对 无 穷 的 任何 图 形 描述 都 会 是 私 想 。 

然而 ， 物 理学 与 宇宙 学 部 没 能 确定 地 回答 无 穷 是 否 实际 存在 。 这 个 
问题 或 许 压根 就 不 属于 科学 领域 。 厂 我们 假设 无 穷 在 物理 上 是 存在 的 ， 
比如 ， 因 为 空间 本 身 并 不 是 有 界 的 或 者 封闭 的 ( 与 球体 表面 相反 )， 那 
么 两 条 平行 铁轨 在 无 穷 过 相交 便 是 可 能 发 生 的 情景 。 

目前 , 我 们 仍然 对 最 终 的 物质 现实 和 物理 上 的 无 穷 一 无 所 知 , 因此 ， 
数学 无 穷 结构 的 表现 形式 算 不 上 殉 雇 。 于 是 ， 我 们 可 以 放手 设计 一 些 抽 
象 物体 ， 它 们 除了 有 具有 无 穷 的 属性 ， 还 因 目 映 结构 而 成 为 不 可 能 。 

看 到 这 儿 ， 无 穷 似 乎 是 一 个 无 绿 无 故 的 数学 游戏 。 然 而 近来 ， 厂 干 
研究 页 献 使 无 穷 不 可 能 这 门 艺术 变 得 更 加 有 趣 。 这 才 是 本 章 的 主题 。 

最 初 ， 创 造 无 穷 不 可 能 图 形 知 要 从 有 限 不 可 能 图 形 开 始 ， 例 如 潘 次 
斯 三 角形 (不 在 同一 平面 的 三 条 边 看 起 来 相连 ,构成 一 个 不 可 能 三 角形 )， 
将 其 各 部 分 相连 , 并 规律 地 十 满 纸 面 上 的 空间 , 赋 子 图 画 表 面 上 的 一 致 性 。 


















































不 可 能 图 形 的 无 限 重 复 


根据 特定 的 不 可 能 三 角形 图 形 ， 我 们 可 以 演化 出 多 种 无 穷 不 可 能 的 排 
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列 方式 。 工 程 师 兼 艺术 家 乔 斯 ， 莱 思 束 创作 了 众多 精美 的 版 本 〈 人 参见 图 1) 

每 一 幅 图 像 都 让 人 困扰 ， 惊 人 程度 远 远 超过 了 基础 结构 中 的 不 可 能 
图 形 。 请 看 “ 乔 斯 * 莱 思 的 无 穷 不 可 能 图 形 ” 图 b， 我 们 的 第 一 印象 是 ， 
这 是 一 张 无 限 的 三 维 网 络 ， 好 似 空心 立方 体 堆 砌 而 成 ， 图 形 填 满 了 三 维 
空间 。 然 而 ， 我 们 很 快 发 现 图 像 整 体 存在 严重 的 违 和 感 ， 这 下 有 些 令 人 
不 和 舒服。 在 图 像 试 图 展示 的 假想 空间 中 ， 个 角 沙 都 充斥 着 不 一 致 。 
随 着 对 图 画 的 观察 ， 我 们 意识 到 ， 图 画 到 处 是 诬 误 和 无 穷 的 自 相 族 盾 。 

TH . 莱 思 将 黎 盾 阶梯 图 样 在 单一 的 方向 上 平移 ， 得 到 另 一 幅 无 
穷 不 可 能 岁 形 ， 这 幅 画 略 简单 一 些 。 阶 樟 设计 将 两 个 样本 头 对 头 放 置 ， 
完美 相 接 后 ， 最 终 得 到 一 个 无 穷 阶 梯 。 人 们 沿 着 阶梯 下 降 的 方 回 却 总 
是 越 走 越 高 (参见 “要 上 去 ， 只 需 向 下 走 ”) ! 我 们 在 乔 斯 ， 莱 思 的 网 
站 上 可 以 找到 他 创作 的 此 类 图 像 : http:/www.josleys.com/show gallery. 
php?galid—-232, 


长 期 以 来 ,我们 注意 到 只 有 在 一 定 条 件 下 ， 潘 洛斯 三 角形 或 闷 狂 阶 
柳 才 是 不 可 能 的 ， 即 人 眼 将 可 见 的 直线 理 解 为 实际 的 直线 ， 并 且 用 最 简 
单 的 方式 理解 组 成 部 分 之 间 的 相对 位 置 。 

众多 互联 网 网 站 部 提供 了 奇妙 的 视觉 骗局 滩 置 ， 试 图 实现 几何 上 的 
不 可 能 图 形 。 有 时 ， 图 形 构 造 方式 需要 通过 计算 机 模型 加 以 描述 和 表达 
(参见 《不 可 能 ! 你 确信 吗 ? 》)。 


























a 








TH - 莱 思 的 无 穷 不 可 能 图 形 。 由 午 复 的 不 可 能 图 案 沿 两 个 方向 铺 满 平 面 
而 得 到 ， 这 些 无 穷 不 可 能 图 形 造 成 没有 诬 度 的 奇特 三 维 空间 感 。 
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Jos Leys 


Escher 方式 的 永恒 运动 


人 们 甚至 还 录制 了 一 些 相 关 短 请， 其 中 最 特别 的 就 是 向 兰 艺 术 
KAER: 埃 舍 尔 著 名 版 画 《 染 布 》 的 实物 展示 影片 ， 如 同 永 恒 运 
动 的 运转 方式 ,不禁 让 人 信以为真 (参见 https://www.youtube.com/ 
watch?v=0v2xnl6LwJE ). 

两 位 艺术 家 曾 将 这 些 苑 恋 的 几何 游戏 应 用 在 大 型 雕塑 上 一 一 他 们 竞 
然 能 卖 得 出 去 ， 还 成 功 地 安放 在 公共 场所 。 其 中 ， 离 傈 兰 蕊 斯 特 里 再 特 
不 远 处 的 比利时 村 庄 奥 否 汶 荔 立 着 一 座 比 利 时 艺术 家 马 修 ，: 哈 梅 元 斯 的 
雕塑 作品 ， 就 采用 了 扭转 的 方法 : 潘 洛斯 三 角形 的 三 边 不 再 是 直 的 ,但 
透视 法 造成 了 幻觉 ， 使 人 眼看 到 恰恰 相反 的 景象 。 

为 一 个 三 角形 大 型 创作 位 于 澳大利亚 珀 斯 市 ， 是 布 羔 恩 ， 麦克 凯 和 
pn] 2548 - 阿 巴 斯 在 1999 年 创作 的 作品 。 该 作品 采用 断 裂 的 方法 : TET 
定 角度 ， 人 有 眼 将 实际 不 相连 的 部 分 视 为 相连 ， 认 定 看 到 了 不 可 能 雕塑 。 











无 穷 不 可 能 ”是 否 可 能 ? 


我 们 可 能 会 问 : 和 斯 ， 茉 思 提 出 的 无 穷 图 样 到 左 是 怎么 回 事 儿 。 能 
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不 能 设计 一 些 “ 真 正 ” 会 占据 整个 空间 的 三 维 物 体 ， 当 从 特定 视角 观察 
时 ， 会 产生 无 穷 不 可 能 图 形 ? 

我 虽然 不 知道 针对 每 一 种 三 维 物体 的 答案 ， 但 是 ， 将 某 些 物体 转化 
成 目 相交 盾 的 无 穷 儿 何 图 形 ， 还 是 很 容易 的 。 

以 “ 乔 斯 ， 菜 思 的 无 穷 不 可 能 图 形 ”图 c 为 例 ， 它 是 由 一 组 7 个 立 
方 体 ( 即 6 个 立方 体 围 着 一 个 中 心 立 方 体 ) 在 无 穷 次 重复 后 组 合 而 成 的 。 
单 看 这 7 个 立方 体 并 没有 什么 矛盾 ， 多 个 7 个 立方 体 组 的 相对 摆 放 位 置 
才 使 图 形 在 表面 上 产生 了 不 合 逻 辑 之 处 。 为 了 形成 这 样 的 排列 ， 只 需 让 
每 一 组 东南 方向 和 西南 方向 的 两 个 立方 体 在 实际 上 呈 工 形 ， 即 将 立方 体 
分 解 成 “无 穷 不 可 能 图 形变 成 可 能 ” 右 图 中 的 样子 。 

另 一 个 将 无 穷 不 可 能 图 形变 成 现实 的 例子 : 请 看 一 条 由 方形 环 按 直 
线 排列 而 成 的 无 限 链条 ( 参见 “无 穷 不 可 能 图 形变 成 可 能 ” 右 图 )。 为 
了 在 空间 内 展示 这 条 无 穷 的 矛盾 链条 ， 可 在 每 一 枚 方形 环 的 适当 位 置 截 
去 一 段 ， 就 会 产生 方形 环 后 方 的 边 罕 过 环 到 达 前 面 的 错觉 。 

里 尔 大 学 的 弗 明 窟 斯 科 ， 德 柯 米 特 将 这 个 想法 变 成 了 动画 (这 次 
采用 圆锥 透视 法 ， 而 非 散 点 透视 法 )， 可 以 在 网 页 上 看 到 : http://www. 
flickr.com/photos/fdecomite/sets/72157626054113902/; 
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\ 合 常理 的 图 画 变 成 现实 。 站 在 马 斯 特 里 赫 特 附近 的 奥 否 汶 村 广场 上 ， 只 
要 角度 适当 ， 束 可 以 看 到 潘 洛斯 三 角形 ( 左 图 ) 走动 一 下 改变 视角 ， 就 可 以 理 
解 错觉 的 原因 : 我 们 发 现 不 可 能 三 角形 的 边 其 实 是 要 曲 的 〈 中 图 )。 澳 大 利 亚 艺 
RAFE A IEEE 73 — FRE FP ZH 
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不 可 能 的 分 形 图 


一 个 图 形 知 能 变 为 无 穷 ， 可 能 是 因为 它 (ARN ) 凭借 自身 的 重复 
性 结构 而 无 限 延伸 ， 说 得 专业 一 点 ， 因 其 在 一 个 或 两 个 方向 上 具有 平移 
不 变性 。 两 千 多 年 里 , 几何 学 已 使 我 们 习惯 了 这 种 无 穷 大 。 但 除 此 之 外 ， 
另 一 种 几何 无 穷 也 已 显现 ， 那 就 是 无 穷 分 形 图 。 

ART - EEG (1924—2010) 在 1974 年 创造 的 这 个 概念 泛 指 
任何 可 被 无 穷 切割 或 分 裂 的 图 形 或 物体 。 这 些 结构 通常 具有 内 部 的 对 称 
性 一 一 我 们 可 以 在 其 自身 内 部 找到 它们 的 整体 形状 ， 只 不 过 更 小 一 些 ， 
就 像 俄 罗斯 套 娃 。 说 得 专业 一 点 ， 它 们 具有 位 似 不 变性 。 

EX, 分形 最 早出 现在 一 个 多 世纪 以 前 ， 数 学 家 们 试图 阐明 连续 统 
( 即 几 何 直 线 ) 的 精细 结构 。 康 托 尔 在 1870 年 左右 发 现 了 今天 所 称 的 “ 康 
托 尔 三 分 点 集 ” 或 “ 康 托 尔 侍 ”: 取 一 条 线段 ， 去 掉 中 间 三 分 之 一 ， 笨 
下 两 条 线段 ， 再 去 掉 它 们 各 自 中 间 三 分 之 一 ,， 剩 下 四 条 线段 ， 以 此 类 推 。 

人 们 曾 认为 拓扑 异常 是 不 可 能 实现 的 ， 但 皮 亚 诺 曲线 (1890) KE 
Wb 1905) 却 将 拓扑 异常 可 视 化 ， 如 : 遍历 实心 正方 形 上 每 一 个 点 
的 曲线 、 没 有 切线 的 曲线 、 能 够 限定 一 个 有 界面 的 无 穷 长 度 曲线 ， 等 等 。 




















Jos Leys 


无 穷人 不 可 能 图 形变 成 可 能 。 


对 “ 爱 思考 的 眼睛 ”来 说 ， 无 穷 不 可 能 图 形 c (参见 “ 乔 斯 ， 莱恩 的 无 穷 不 可 
能 图 形 ”) 变 得 可 能 。 如 图 所 示 ， 将 一 组 7 个 立方 体 中 的 两 个 立方 体 切割 ， 所 
得 到 的 结构 就 可 以 在 实际 中 排列 成 多 个 无 限 长 的 柱子 ， 这 些 无 限 长 的 柱子 又 可 
以 并 排放 置 。 这 样 就 正好 得 到 了 乔 斯. 羔 思 图 像 的 “墙纸 ”"。 此 外 ， 相 互 散 套 的 
环 状 无 穷 不 可 能 图 形 也 可 以 通过 经 典 的 切 制 技术 变 成 现实 〈 右 图 ) 
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在 经 典 几 何 学 里 ， 我 们 把 物理 空间 看 作 实 数 对 的 集合 ( 对 于 平面 ) 
或 实数 三 元 组 的 集合 (对 于 空间 )。 这 种 构想 不 但 实用 ， 而 且 能 帮助 我 
们 理解 连续 、 速 度 、 加 速度 、 连 通 性 等 概念 。 

然而 ,量子 物理 学 ， 以 及 在 实践 中 无 法 深入 探究 无 穷 小 的 问题 ， 使 
人 们 对 基于 实数 建立 的 空间 模型 的 有 效 性 产生 了 怀疑 一 一 分 形 几 何 中 无 
限 分 割 的 物体 有 着 无 限 的 精细 度 ， 因 此 ， 它 们 或 许 只 是 理论 上 的 错觉 。 
我 们 暂 不 考虑 这 个 异议 ， 仪 承认 经 典 空间 模型 与 实际 物理 世界 的 模型 相 
^P. WH, 分形 在 物理 上 也 是 可 能 的 。 

那么 ， 难 道 就 不 存在 有 界 尺 寸 的 无 穷 不 可 能 物体 吗 ? 无 穷 不 可 能 

结构 将 不 再 像 齐 斯 . 沫 思 的 图 像 那样 源 目 无 限 延 伸 的 特性 〈 纸张 只 能 勉 
强 呈 现 部 分 图 像 )， 而 是 源 目 其 和 刻 盾 结构 的 无 限 精 细 度 。 

伦敦 帝国 学 院 的 卡 梅 隆 : 布朗 借助 计算 机 程序 得 到 的 告 干 图 像 ， 为 
这 一 问题 找到 了 肯定 的 答案 。 在 这 些 生成 图 像 中 ， Hewitt 
性 物体 的 无 穷 分 割 与 潘 洛 斯 三 角形 一 类 图 形 的 不 可 能 性 结合 了 起 来 。 

以 下 展示 了 科 赫 雪花 的 构造 过 程 ， 一 个 内 部 完全 是 空 的 ， 另 一 个 具 
有 内 部 文 撑 杆 。 布 朗 在 每 一 步 构造 中 所 用 的 图 样 都 是 一 幅 不 可 能 图 形 。 
此 系列 中 的 有 限 图 形 就 是 不 可 能 图 像 一 步 步 积累 而 成 的 分 形 图 


ANGAR 















































Cameron Browne 


不 可 能 图 形 的 极限 。 将 不 可 能 图 形 的 图 示 和 科 赫 雪花 的 构造 算法 相 结 合 ， 

计算 机 图 形 学 专家 卡 梅 隆 : 布 明 获得 (至 少 乍 一 看 ) 收敛 至 科 赫 雪花 的 无 穷 序 

然而 在 数学 家 的 欧 儿 里 得 空间 里 ,无需 任何 技巧 即 可 实现 雪花 图 形 。 国 
能 存在 极限 的 不 可 能 图 形 序 列 则 以 正方 形 为 基础 (B)。 
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有 趣 的 是 ， 图 画 的 极限 不 是 别 的 ， 就 是 雪人 花 本 号 (或 具有 内 部 轮廓 
的 变 体 )。 一 系列 不 可 能 图 像 由 此 诞生 ， 而 且 可 能 拥有 极限 。 随 着 无 穷 不 
可 能 的 不 断 积累 , 充 诞 之 处 也 消失 不 见 , 如 同 在 接近 极限 的 过 程 中 被 行 吃 。 

两 头 或 三 头 又 子 ， 以 及 “恶魔 音 又 ”都 是 不 可 能 图 形 的 代表 图 案 。 
THERE e 布 明 借 此 采用 “ 康 托 尔 侍 ” 设 计 了 多 个 无 穷 版 本 《参见 “ 卡 梅 
隆 ' 布朗 ”中 的 图 a )。 





康 托 尔 的 不 可 能 叉子 


这 一 次 ， 极 限 图 形 每 一 步 构造 中 的 不 可 能 性 并 没有 被 画 出 来 ， 但 我 
们 却 不 难 想象 。 其 实 ， 随 着 我 们 远离 实心 部 分 CEH), 物体 的 截面 变 
得 越 来 越 铁 空 :去 挥 中 间 的 三 分 之 一 ， 再 分 别 去 掉 剩 下 两 部 分 中 间 的 三 
分 之 一 ， 如 此 重复 。 然 而 ， 物 体 最 下 端 ( 下 面 ) 却 又 被 填 满 了 。 由 此 ， 








我 们 知道 在 接近 极限 的 过 程 中 ， 分 形 图 可 以 保持 不 可 能 性 。 

“FHE e 布衣 ”中 图 b 的 图 形 源 于 皮 亚 话 曲 线 。 布 明 将 创作 不 可 
能 图 形 的 经 典 过 程 用 于 构想 皮 亚 诺 曲 线 ， 又 一 次 绘制 出 可 能 存在 极限 的 
不 可 能 图 形 。 








要 上 去 ， 只 需 向 下 走 。 乔 斯 羔 思 的 无 穷 不 可 能 图 形 是 由 埃 合 尔 的 矛盾 阶 
梯 不 断 重 复 拼 接 而 成 。 这 样 得 到 的 图 形 虽 是 规律 排列 的 上 升 阶 杨 ， 其 真实 
方向 却 反 而 下 降 。 其 实 ,路 易 十 四 的 宠 臣 富 凯 的 纹 章 最 适合 采用 无 穷 阶 梯 图 案 : 
“上 上 升 止 于 何 处 ? ” (Quo non ascende? ) 富山 目 以 为 星 恩 日 盛 ， 实 则 走 了 下 坡 路 。 
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[3 卡 梅 隆 : 布朗 将 康 托 尔 三 分 集 (a 图 右上 ) 和 恶魔 音 又 (a 图 左上 ) 相 绪 合 ， 又 
运用 皮 亚 诺 曲 线 (b) 构建 不 可 能 图 像 (c)。c 图 的 两 个 图 形 在 任何 尺度 都 是 不 可 能 图 形 。 








但 图 中 的 极限 图 形 依然 存在 不 可 能 性 。 这 两 个 图 形 都 是 真正 的 分 
ER: 它们 具有 非 整 数 的 维度 。 正 如 布 明 所 说 ， 这 些 图 画 在 任何 扩 度 神 
征 不 可 能 几 形 。 潘 洛斯 三 角形 的 每 个 部 分 缘 可 能 实现 〈 无 需 任 何 技巧 )。 
相反 ， 图 c 中 的 图 形 即便 在 十 分 接近 顶部 时 依然 保持 春 儿 何不 可 能 性 ， 
即 在 任何 放大 级 别 都 保留 着 不 可 能 性 。 


对 经 典 不 可 能 图 形 的 分 析 指 出 : 如 下 将 图 形 分 割 为 有 限 数 量 区 域 的 
集合 ， 我 们 得 到 的 每 一 个 区 域 都 呈现 为 一 个 可 能 实现 的 物体 。 和 针对 大 
斯 . 羔 思 提出 的 不 可 能 图 形 ， 夯 找 不 到 如 “无 穷 不 可 能 图 形变 成 可 能 ” 
所 示 的 方法 ， 则 需要 分 割 出 无 穷 个 区 域 。 每 个 区 域 的 面积 则 要 大 于 一 个 
对 整 幅 图 画 都 适用 的 稼 数 。 对 布 明 的 最 后 两 幅 图 画 ， 这 种 “可 能 区 域 ” 
分 割 方法 需要 无 穷 个 区 域 来 实现 。 而 且 ， 当 接近 最 大 边界 时 ， 无 穷 区 域 
的 直径 趋 于 0， 而 最 大 边界 的 分 形 维度 大 于 1。 这 一 精彩 的 设想 会 引出 
一 个 新 问题 : 能 否 设计 一 些 更 狗 狂 的 图 像 ， 让 不 可 能 性 在 平面 上 的 一 个 
HEKRA RI? 

希望 读者 为 我 们 提供 其 他 无 穷 不 可 能 的 构图 。 我 有 一 个 建议 : 结合 
门 格 海绵 与 不 可 能 立方 体 ， 肯 定 会 缔造 一 个 相当 别致 的 予 盾 结构 。 
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所 在 图 形 内 部 的 最 优 分 布 是 一 个 基础 几何 学 问题 ， 却 引 
出 了 不 少 有 趣 的 研究 。 


在 21 世纪 初 的 今天 ， 一 本 三 角形 几何 学 著作 的 问世 引 来 各 大 数学 
杂志 关注 ， 纷 纷 为 此 撰文 。 这 难道 不 让 人 感到 惊讶 吗 ? 三 角形 几何 学 的 
复 办 不 仅 展现 了 数学 独特 的 羊 新 能 力 ， 而 且 预 示 着 ， 仍 有 可 能 找 出 与 几 
何 学 最 简单 结构 相关 的 未 知 问题 ， 没 准 还 会 相当 复杂 。 

几 部 专著 重 拾 三 角形 几何 学 经 典 主题 ,希望 进行 一 香 回 顾 总 结 ， 其 
中 包括 : 法 国 Hermann 出 版 社 1997 年 出 版 的 伊 温 妮 . RS EORIDSIP * 3E 
条 共同 撰写 的 《三 角形 几何 学 》(La géométrie du triangle); 2005 4E, 
Pole 出 版 社 的 数学 趣味 杂志 《切线 从 书 》( Bibliothéque Tangente ) 中 登 
载 一 篇 题 为 “三 角形 : 就 这 三 个 点 ”( Le triangle: trois points c'est tout ) 
的 文 草 ; 以 及 美国 科罗拉多 大 学 亚历山大 索 佛 的 新 作 《 如 何 分 割 三 角 
JÉ? ) ( How Does One Cut a Triangle )， 这 本 书 完 全 致力 于 讨论 三 角形 的 
分 割 问 题 。 

4 如何 分 割 三 角形 ? 》 一 书 详细 描述 了 该 课题 的 最 新 发 现 ， 呈 现 无 
比 简 单 的 问题 如 何 找 到 令 人 叫绝 的 解答 ， 挥 酒 非 几 的 数学 吞 芒 。 该 书 
1990 年 第 一 版 未 能 解答 的 一 些 问题 已 在 2009 年 新 版 中 一 一 作答 ， 其 他 
问题 则 仍然 悬而未决 。 

然而 ， 我 们 也 会 看 到 ， 数 学 家 们 能 够 取得 一 些 相对 轻松 的 进展 ， 是 
因为 他 们 借助 了 计算 机 科学 …… 这 一 草 将 讲解 亚历山大 索 佛 书 中 的 一 
个 问题 。 如 今 ， 这 还 是 一 个 范围 很 小 却 十 分 活跃 的 研究 领域 ， 尚 未 经 过 
全 面 的 探索 。 


尽 的 分 布 难题 
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在 单位 面积 三 角形 内 任意 画 出 9 个 点 ， 即 可 找到 其 中 3 个 点 ， 使 其 
构成 的 三 角形 的 面积 小 于 或 等 于 UA. 


构成 面积 小 于 或 等 于 1/4 的 三 角形 的 3 个 点 必然 相互 靠近 。 这 里 确 
定 了 一 种 具有 明显 “定性 规则 ”的 特殊 形式 : 在 图 形 内 放置 很 多 点 ， 其 
中 一 些 必 然 相 互 徘 近 。 这 里 ,“ 很 多 ”就 是 9 个 ,“ 相 互 靠近 ” 即 意味 着 
“其 构成 的 三 角形 的 面积 小 于 或 等 于 1/4" . 

该 结果 的 证 明 过 程 展 现 了 一 种 推理 方法 一 一 铝 笼 原理 ， 有 时 也 叫 作 
“ 狄 利 克 雷 抽 居 原理 ”。 如 果 在 黑暗 中 从 放 着 红色 和 黑色 袜子 的 抽 居 里 找 
出 一 双 相 同 颜色 的 栖 子 ， 取 出 三 只 宾 子 承 足 够 了 了 了， 其 中 两 只 一 定 拥 有 相 
同 颜色 。 


该 原理 的 一 般 表述 如 下 : 将 nm + 1 H85- Gt mE B, ZU 
4 —^T 2E BUB n + 1 或 以 上 只 够 子 。 将 9 只 饮 子 放 进 4 个 笼子 里 , 不 
可 避免 有 一 个 笼子 里 有 3 只 或 3 只 以 上 的 鸽子 。 

证 明 十 分 简单 。 设 nm + 1 只 钢 子 放 在 六 个 宠 子 里 ， 符 到 个 秒 子 
中 的 每 一 个 均 包 含 n 只 或 n HAFT, MARES nm 只 或 nm 只 以 
下 的 鸽子， 这 与 假设 不 符 。 因 此 ， 必 有 一 个 笼子 里 包含 + 1 只 或 n+ 1 
Hp EWT, 248 等 于 1， 若 将 m + d RIR THG m 个 抽 居 里 ， 其 中 
一 个 抽 居 必定 会 包含 两 只 或 更 多 的 袜子。 

现在 来 证 明 汤 言 Ao 

将 三 角形 各 边 中 点 两 两 相连 ， 三 角形 被 分 割 成 4 个 相等 的 三 角形 ， 
且 面 积 均 为 1/4 (参见 “三 角形 的 SCT) 常数 ”)。 寿 将 9 个 点 放 在 单位 面 
积 的 大 三 角形 里 ， 四 个 面积 为 UA 的 三 角形 的 其 中 一 个 就 包含 至 少 3 个 
点 ( 若 每 一 个 小 三 角形 最 多 只 包含 2 个 点 ， 则 总 共 只 有 8 个 点 )。 于 是 ， 
这 3 个 点 限定 了 一 个 三 角形 ， 其 面积 小 于 其 所 在 面积 为 1/4 的 三 角形 。 

9 个 点 太 多 了 。 我 们 拿 8 个 ， 甚 至 7 个 点 ， 能 得 到 一 样 的 结论 吗 ? 答 
案 是 肯定 的 : 7 个 点 (8 个 点 也 可 以 ) 能 足够 保证 面积 小 于 或 等 于 L/4 的 三 
角形 的 存在 。 这 就 是 断言 B: 

在 单位 面积 三 角形 内 任意 画 出 7 个 点 ， 即 可 找到 其 中 3 个 点 ， 使 其 
构成 的 三 角形 的 面积 小 于 或 等 于 1/4。 
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1. ASR 
TEE S TE m d 
EF, Hk > nm, 254 x78 
-MEE E Ze Tn. 
当 n = 1 时 ， 我 们 得 出 绪论 : A 
将 n+ 1 个 或 者 更 多 物体 放 在 7 
^r dRUEE HL, Hor A i PA 
包含 最 少 两 个 物体 ， 如 同 图 中 
格子 里 的 鸽子。 这 个 原理 虽然 
人 简单， 却 常 第 很 有 用 。 
a 符 13 人 相遇 ， 最 少 两 个 
人 是 同一 个 月 份 出 生 ; 
若 25 人 相遇 ， 最 少 三 个 
AEE T H fth^E. 
a 知 取 1 到 100 之 间 十 个 不 同 的 整数 mw ， 则 存在 10 个 数字 的 两 
4 TE, MEREZA (HWn tn, *n n ntn). WF 
HE AA, 3ef xe su 10 CT 2? = 1024897; IBURCT- E, 每 
个 子 集 的 和 都 小 于 1000( 因为 求 和 的 数字 小 于 10 个 ， 每 个 数字 又 小 于 
或 等 于 100 ) 。 根 据 抽 居 原 理 ， 就 有 两 个 子 集 得 出 同样 的 求 和 结果 。 


























证 明 参 见 图 2。 我 们 注意 到 ， 上 断言 A 和 汤 言 B， 其 至 所 有 将 要 考虑 
的 断言 都 和 三 角形 的 形状 无 和 关 。 等 边 三 角形 、 直 角 三 角形 、 等 腰 三 角 
JE: 只 要 是 单位 面积 三 角形 即 可 。 

回 到 断言 B。 它 固然 优 于 断言 A， 但 我 们 还 能 进一步 优化 吗 ? 就 像 
从 9 到 7， 还 能 到 6、$， 甚 至 到 4 吗 ?” 到 了 4 就 行 不 通 了 ， 因 为 4 个 点 
中 前 3 个 放 在 三 角形 的 3 个 顶点 上 ， 第 四 个 放 在 三 角形 的 重心 (中线 的 
交点 )， 得 到 的 三 角形 面积 都 不 会 小 于 1/4， 而 是 等 于 1/3 或 1。 

最 终 的 答案 是 $。 亚 历 山大 … 索 佛 是 这 条 定理 的 发 现 者 ， 他 将 其 合 
名 为 “五 点 定理 ”， 即 断言 C: 

在 单位 面积 三 角形 内 任意 画 出 $ 个 点 ， 即 可 找到 其 中 3 个 点 ， 使 其 
构成 的 三 角形 的 面积 小 于 或 等 于 UA, 

我 们 在 此 不 给 出 该 结果 的 证 明 过 程 了 ， 因 为 三 页 纸 也 写 不 完 。 五 点 
定理 最 著名 的 三 种 证 明 来 目 亚 力 山 大 .有 驼 佛 (五 页 ) 罗 伊 斯 ' 彭 (三 页 ) 
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FIEVGZR * EXC 三 页 ), 这 条 定理 美丽 又 非 同 寻常 ,而 探索 并 非 到 此 为 止 。 
我 们 将 要 详 述 其 中 两 个 部 分 ， 通过 实例 展示 一 个 问题 如 何 市 来 为 一 个 问 
题 ， 数 学 家 们 如 何不 保 地 发 掘 新 难题 ， 百 至 抵达 逻辑 推理 的 尽头 。 


2. 三 角形 的 S(T) 常 数 


单位 面积 三 角形 的 S(T) 常 数 是 所 需 点 数量 的 最 小 值 ， 使 得 任意 SOD) 个 点 

满足 存在 以 其 中 3 个 点 为 顶点 构成 的 三 角形 的 面积 小 于 或 等 于 1/4。 
该 津 数 小 于 9， 如 果 有 9 个 点 ， 则 必 有 3 个 点 在 面积 为 /4 的 三 角形 内 (a)。 
S(T) 常 数 大 于 4， 因 为 可 以 像 图 (b) 那 样 放置 4 个 点 。 




















我 们 来 证 明 “ 阁 单位 面积 三 角形 内 有 7 个 点 ， 存 在 其 中 3 个 点 构成 的 三 角 
形 的 面积 小 于 或 等 于 1/4”。 

首先 需要 证 明 “ 面 积 为 1/2 的 平行 四 边 形 内 的 3 个 点 A、B、C 可 限定 一 
个 面积 小 于 或 等 于 1/4 的 三 角形 ”。 图 c 可 以 解释 这 个 性 质 。 

再 来 看 将 单位 面积 三 角形 分 割 成 四 个 面积 为 1/4 的 小 三 角形 ( 册 。 中 间 的 
小 三 角形 分 别 和 其 他 三 个 相连 ， 都 构成 一 个 面积 为 1/2 的 平行 四 边 形 。 设 想 
Z R a a a R a a a Ea a a 
人 


C 








假设 换 一 种 情况 。 至 少 有 一 个 点 在 中 间 的 小 三 角形 里 。 如 果 有 2 个 点 ， 
那么 把 中 间 的 小 三 角形 和 为 一 个 包含 一 个 点 的 小 三 角形 相连 ( 这 样 的 小 三 
角形 必然 存在 ) ， 我 们 就 有 一 个 包含 3 个 点 且 面 积 为 1/2 的 平行 四 边 形 ， 即 
有 一 个 面积 小 于 或 等 于 1/4 的 三 角形 。 

如 果 中 间 的 小 三 角形 里 只 有 一 个 点 ， 那 么 就 是 其 他 的 小 三 角形 每 个 包含 
2 个 点 〈 我 们 已 经 假设 没有 一 个 小 三 角形 包含 超过 2 个 点 ， 且 除了 中 间 小 三 角 
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形 里 的 点 之 外 还 有 6 个 点 ) 。 无 论 选 这 3 个 小 三 角形 中 的 哪 一 个 和 中 间 的 小 三 
角形 相连 ， 我 们 都 会 得 到 一 个 包含 (开始 给 出 的 点 中 ) 3 个 点 且 面 积 为 1/2 的 
平行 四 边 形 ， 则 有 一 个 面积 小 于 或 等 于 1/14 的 三 角形 。 

实际 上 ， 亚 历 山大. 索 佛 证 明了 S(T) 等 于 5。 




















有 要 知道 ， 索 佛 不 仅 因 解 答 了 众多 数学 难题 而 闻名 于 世 ， 更 是 目 创 难 
题 的 高 手 。 他 和 曾 和 保罗 “' 埃 和 尔 德 什 、 约 盎 ' 康 维 等 网 具名 望 的 数学 家 一 








起 发 表 过 文章 ( 因此 ， 索 佛 的 “ 埃 尔 德 什 数 ” 就 是 1 )。 他 主张 :“ 我 们 
总 有 自由 问 自己 提出 上 自 创 的 数学 问题 ， 并 尽力 深入 研究。” 索 佛 更 愿意 
把 数学 看 作 一 门 艺术 ， 而 非 一 门 应 用 科学 。 他 参与 奥林匹克 数学 兖 赛 组 
织 ， 炮 制 拥 有 精妙 解法 的 新 谜 题 。 他 酷爱 那些 看 似 平 凡 ， 却 会 在 非凡 创 
意 下 绽放 光彩 的 谈 题 。 对 索 佛 来 说 ， 一 位 优秀 的 数学 家 并 不 需要 具备 很 
多 的 数学 知识 ， 而 仅 需 在 面 对 像 我 们 今天 提出 的 这 种 小 问题 时 ， 能 设想 
出 进攻 得 胜 的 菏 略 。 这 些 末 上 略 的 优美 程度 与 破题 效果 同等 掉 要 ， 一 波 二 
折 最 终 意外 取胜 ， 反 而 更 加 有 意思 。 

Bc. 我们 会 很 自然 地 想到 将 这 一 原理 推广 至 三 角形 之 外 的 其 他 图 
形 。 例 如 取 单 位 面积 正方 形 或 五 边 形 ， 思 考 需要 放 多 少 个 点 才能 确保 其 
中 3 个 点 能 限定 一 个 面积 小 于 或 等 于 1/4 的 三 角形 。 

索 佛 提出 引入 记号 SG) 来 表示 对 于 几何 形状 下 的 最 小 整数 m， 以 此 
保证 在 给 定单 位 面积 的 图 形 下 内 放置 的 m 个 点 ， 其 中 有 3 个 点 组 成 一 个 
面积 小 于 或 等 于 1/4 的 三 角形 。 

对 于 三 角形 我们 知道 ST) = 5 (4 个 点 不 能 保证 面积 小 于 等 于 
1/4 的 三 角形 存在 ， 而 $ 个 点 可 以 )。 对 于 正方 形 C，S(C) = 5( 试 着 证 
明 一 下 该 结果 )。 对 于 五 边 形 P，S(P)=6 (人 参见 “多 边 形 的 索 佛 函数 ”)。 


从 形状 F 经 过 仿 冉 变换 (例如 变换 f(x, y) = (ax + by + c, ax + b'y + 
c^) ) 得 到 为 一 个 形状 F'，S(F) 的 值 不 变 ， 因 为 此 类 变换 保持 面积 的 比例 
关系 。 


在 S 函数 的 相关 证 明 中 ， 有 以 下 两 个 结 



































注 1 “ 埃 尔 德 什 数 ” 取 日 匈牙利 数学 家 保罗 . 埃 尔 德 什 的 名 字 ， 这 个 参数 用 来 衡量 埃 尔 
德 什 本 人 与 为 一 位 作者 在 合 闭 数 学 论文 时 的 “合作 距离 ”。 一 一 译 者 注 
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O XHEZCREE m, AEA F fii SF >m 参见“ 无 量 大 数 ”)。 

口 Æ F 是 凸 图 形 C ( 即 只 要 该 形状 包含 点 A 和 点 B， 则 一 定 包 含 
整 条 线段 AB ), 则 S(O) = 5 或 SCC) = 6。 证 明 这 条 特性 尤其 困难 ， 
Bd HEX BEUGB. Eb LE 100 美元 ， 看 谁 能 分 别 
针对 S(O) = 5 的 凸 图 形 或 SCC) = 6 的 凸 图 形 ， 提 出 有 意义 的 特征 





3. 多 边 形 的 索 佛 函 数 


单位 面积 图 形 F 的 索 佛 常数 S(F) 是 最 小 的 整数 m， 满 足 只 要 图 形 F 内 有 m 
EE ZEE PRINT ace UA HIER ERIT C 

XPTL—MUE. mSETS: UWIRIESRIBDBRB—RAJETUS STA, Rh 
48 3T xà HT Ef xE — T LEA NT XT 1/48] —48JE , 30 Ho nA XE PE EL BIA 
没有 已 知 的 简单 证 明 (a)。 

对 于 正方 形 ，m 还 是 等 于 5 并 且 很 容易 根据 图 2 的 结果 证 明 : “面积 ， 
1/2 的 平行 四 边 形 内 的 三 角形 面积 必然 小 于 或 等 于 1/4”(b)。 

a s b 


对 于 正 五 边 形 (c)，m 等 于 6。 只 要 将 5 个 点 放 在 
单位 面积 正 五 边 形 的 顶点， 我 们 发 现 所 有 能 找到 的 
。 三 角形 面积 都 大 于 (5-yV5)10 = 0.2763 ( 因为 这 是 图 
中 所 画 三 角形 的 面积 ) 。 这 意味 着 ，5 个 点 还 不 足 
以 保证 面积 小 于 或 等 于 1/4 的 三 角形 的 存在 ， 即 S( 五 
A oe ESIS 
对 于 平面 上 的 是 图 形 F，S(F) 和 常数 等 于 5 或 6; 但 我 们 还 不 能 用 有 意义 的 
方法 归纳 出 哪些 凸 图 形 的 常数 为 59， 哪些 为 6。 有 人 能 解 开 这 个 谜 题 吗 ? 
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4. 无 量 大 数 

从 图 中 可 以 看 出 平面 几何 图 形 的 索 佛 常数 S(F) 可 以 要 多 大 有 多 大 。 

实际 上 ,设想 图 A 中 有 m 个 辐 条 的 “太阳 ”。y, vy coy Vv 这 m 个 点 中 的 3 
个 点 可 能 组 成 的 最 小 面积 三 角形 是 3 个 连续 的 点 〈 例 如 w， 闪 和 ) 组 成 的 三 
角形 。 

我 们 可 以 在 保持 总 面积 为 单位 面积 的 同时 ,任意 拉 长 辐 条 的 长 度 。 选 
择 足 够 细 长 的 辐 条 ， 三 角形 y ，v, 和 vw, 的 面积 就 会 超过 1/4。 这 就 证 明 ， 对 某 
些 “ 太 阳 ” 形 状 F，m 个 点 无 法 保证 在 任意 m 边 形 中 存在 面积 小 于 或 等 于 1/4 
的 三 角形 ， 换 句 话 说，S(F) 大 于 m。 同 样 的 推理 对 图 B 也 适用 。 














对 1/4 的 改进 


然而 ， 任 何 知道 五 点 定理 的 人 都 会 想到 一 个 比索 佛 的 假设 更 简单 的 
问题 。 既 然 单 位 面积 三 角形 内 的 5 个 点 可 以 保证 存在 一 个 从 5 个 点 得 出 
的 面积 小 于 或 等 于 1/4 的 三 角形 ， 也 许 5 个 点 能 保证 存在 一 个 面积 小 于 
或 等 于 1/5 的 三 角形 ， 甚 至 一 个 面积 小 于 或 等 于 1/6 的 三 角形 ， 或 者 其 
他 什么 三 角形 ? 


三 角形 中 的 5 个 点 能 保证 存在 一 个 从 5 点 得 出 的 面积 小 于 或 等 于 a 
的 三 角形 ,那么 a 的 最 小 值 是 什么 ?五 点 定理 为 我 们 保证 a < 1/4。a 
的 确定 值 是 多 少 且 相应 的 五 边 形 ( 我们 称 为 “最 优 五 边 形 ”) 是 什么 ? 


显然 ,“ 最 优 五 边 形 ” 的 问题 还 可 以 推广 为 : 
口 “ 最 优 六 边 形 ”是 什么 ”相应 的 a 是 什么 ? 
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口 “ 最 优 七 边 形 ”是 什么 ? 相应 的 x 是 什么 ? 

口 “ 最 优 n 边 形 ” 是 什么 ”相应 的 a 是 什么 ”我 们 将 m 边 形 的 a 记 
TF. Go 

到 目前 为 止 ， 计 算 给 出 两 类 结果 : 一 个 猜想 和 已 证 明 的 上 限 。 

猜想 : a,23-2/2 =0.17157 

ERR: os < 121/625 = 0.1936 

猜想 : as = 1/8 = 0.125 

EBR: as < 2/15 = 0.13333… 

猜想 : ov 7/72 = 0.097222… 

EBR: ov < 23/200 = 0.115 


Xf m = 6 和 m=7 猜想 的 最 优 m 边 形 画 在 图 5 中 。 超 过 7， 目 前 还 
没有 准确 且 简 单 的 猜想 结果 。 

工作 还 在 艰难 地 继续 。 为 了 找 出 最 优 n 边 形 ， 并 证 明 出 能 够 证 实 猪 
想 的 上 限 ， 需 要 进行 越 来 越 大 量 的 运算 。 另 外 ， 对 猜想 的 最 终 证 明 需 要 
新 办 法 ,但 目前 沿 无 人 知晓 。 

人 类 的 逻辑 推理 和 决策 ， 对 于 解决 几何 学 最 简单 的 问题 ， 其 至 设计 
自动 推理 方法 ( 实际 上 从 来 都 算 不 上 完全 自动 ) 似乎 都 是 不 可 或 缺 的 。 
计算 机 作为 数学 家 的 助手 ,无疑 会 在 数学 人 研究 中 扮演 越 来 越 核 心 的 角色 。 

将 来 ， 很 难 想象 一 个 数学 家 和 奉 没 有 这 个 技术 助手 会 怎样 工作 。 计 算 
机 服务 于 主人 的 愿望 ， 对 证 明 的 不 同 组合 部 分 加 以 运算 和 组 织 ， 这 样 才 
能 让 主人 游览 根本 无 法 独 目 探索 的 数学 处 女 地 。 














5. 最 优 m 边 形 
按照 定义 ， 单 位 面积 三 角形 PQR 内 的 最 优 m 边 形 是 m 个 满足 下 述 条 件 的 





AWIR: 从 mm 个 点 中 取 3 个 点 组 成 的 三 角形 中 ， 最 小 三 角形 的 面积 应 尽 可 
能 大 。 可 以 理解 为 : 要 求 m 个 点 最 大 程度 展开 。 
最 优 m 边 形 的 最 小 三 角形 面积 记 作 a_。a=1，a,=1/3 这 两 个 结果 很 容易 理 
解 。 当 mm 大 于 等 于 5 时 ， 很 难 确定 w,。 迄 今 只 有 几 个 已 知 的 值 ， 且 还 没有 得 
到 最 终 证 明 。 
。 当 m=5 时 ,我 们 猜想 x.=3-2Vv 2 =0171572875…。 最 优 五 边 形 (图 A ) 由 
德 柯 米 特 计算 得 出 : 法 国 里 尔 基础 计算 机 科学 实验 室 通 过 自动 证 明 
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JriküES: f'a, «121/625-0.1936, JF H., EL RN TUER 

所 有 点 都 在 三 角形 PQR 的 边 上 ， 则 有 w., «0.175. 

当 m=6 时 ， 我 们 猜想 a =1/8=0.125。 奇 怪 的 是 ， 最 优 六 边 形 为 具有 

两 种 不 同形 状 的 德 柯 米 特 六 边 形 (EB, BIC) 。 自 动 证 明 方 法 证 

BH T a, <2/15=0.13333…。 

当 m=7 时 ， 我 们 猜想 a,=7/72=0.0972222… 且 最 优 七 边 形 (KD) 是 

德 柯 米 特 七 边 形 。 自 动 证 明 方法 给 出 a <0.115。 

这 些 绪 采 包含 好 些 尚 未 破解 的 奇怪 内 容 。 首 先 ， 计 算得 到 的 分 布 无 法 

预测 : 我 们 每 次 猜测 计算 结果 时 都 猜 不 对 。 其 次 ， 所 得 分 布 比 预期 更 加 不 对 
称 。 例 如 m=7 时 ， 理 应 在 高 度 上 形成 对 称 分 布 ， 然 而 计算 结果 却 不 是 这 样 。 
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6. 5 个 点 得 出 的 三 角形 最 大 面积 

三 角形 中 的 5 个 点 保证 存在 一 个 ( 从 这 5 个 点 得 出 的 ) 面积 小 于 或 等 于 a 
的 三 角形 ， 这 样 的 a 最 小 值 是 多 少 ? 

我 们 先 规定 一 些 术语 。 五 边 形 ABCDE 的 “小 三 角形 ” 指 的 是 十 个 由 








顶点 组 成 的 三 角形 ABC、ABD、ABE、ACD、ACE、ADE、BCD BCE, 
BDE、CDE 中 面积 最 小 的 那 一 个 (如 果 和 大 和 干 三 角形 有 相同 最 小 面积 ， 任 选 
Ba G HEB, AE aaa E EROR RITA TEE- AE 
PQR 内 部 的 五 边 形 ， 更 具体 地 说 是 “小 三 角形 ”面积 尽 可 能 最 大 的 那个 五 
边 形 ( 即 ， 使 ABCDE 最 大 程度 展开 的 那个 小 三 角形 ) 。 

如 果 ABCDE 的 “小 三 角形 ” 比 A'B'C'D'E' 的 “小 三 角形 ”大 ， 那 么 就 
说 ， 五 边 形 ABCDE 比 另 一 个 五 边 形 A'B'C'D'E'“ 更 优 ”。 有 了 这 些 规定 术 
语 ， 最 优 a 的 问题 就 等 价 于 单位 面积 三 角形 PQR 内 的 最 优 五 边 形 问题 。 问 题 
也 就 变 成 : 单位 面积 三 角形 PQR 中 “最 优 五 边 形 ”ABCDE 的 “小 三 角形 ” 
面积 a 是 多 大 ? 

经 典 “ 密 集 性 ”人 研究 显示 存在 最 优 五 边 形 ， 于 是 存在 最 优 常 数 a。 我 们 
无 法 无 限 改进 wx: 常数 a 存在 ， 最 优 五 边 形 同 样 存 在 ， 这 是 肯定 的 ， 但 还 有 
fr! 
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2008 年 ， 亚 历 山大 : 索 佛 的 学 生 马 修 … 卡 勒 提 出 了 一 个 5 个 点 的 分 布 方 
式 (我 们 称 其 为 “ 卡 勒 五 边 形 ”) ， 其 “小 三 角形 ”面积 为 1/6。 

这 个 分 布 方式 (图 A ) 指出 ,我 们 要 找 的 a 大 于 1/6: 这 很 有 意义 ， 由 此 
得 到 双重 不 等 式 1/6<a<1/4。 奋 0 的 最 终结 果 是 1/6， 卡 勒 五 边 形 就 是 最 优 
RUE. BANERA U? 

卡 勒 表示 肯定 。 索 佛 也 在 书 中 摘录 了 这 一 论述 ， 并 且 提 出 a=1/6 的 猜 
想 。 男 外 ， 卡 勒 在 其 文章 中 证 明了 男 一 个 结果 : a<6/25=0.24。 

这 个 结果 的 证 明 要 占 满 整 整 十 页 纸 ， 难 度 虽 大 ， 却 是 一 个 进步 ， 因 为 
它 比 五 点 定理 提出 的 a< 1/4=0.25 更 胜 一 筹 。 

在 1/6=0.16666… 和 
0.242. X-K 
间 带 来 了 改进 的 希 “ 
望 ， 但 也 能 从 中 看 
出 证 明 “ 卡 勒 猜想 ” 
存在 的 潜在 难度 : 得 到 
如 此 平庸 的 区 间 已 经 需 
要 很 精细 的 工作 ， 想 
得 出 并 证 明 a 的 准确 
(ELEME SEDE s R 

JB BHSE BERE - 

德 柯 米 特 和 我 曾 着 手 借助 法 国 里 尔 基 础 计算 机 科学 实验 室 的 计算 机 研究 
最 优 x 和 最 优 五 边 形 。 我 们 花 了 几 周 时 间 得 出 了 比 亚 历 山大 索 佛 和 马 修 - 
EE 勒 相 对 有 所 改善 的 三 个 结 

a 一 个 比 卡 勒 五 边 形 更 优 的 五 边 形 ( 图 B ) 指出 a>3 -2/2 =0.171572; 

a 一 个 计算 机 自动 证 明 指 出 a<121/625=0.1936; 

a 男 一 个 计算 机 自动 证 明 指 出 ,假设 最 优 五 边 形 的 顶点 在 三 角形 周 长 

b, 3520.75, 

这 就 让 我 们 得 出 两 个 新 的 猜想 : (a)a=3 — 2v2=0.171572 和 (b) 最 优 五 边 
形 是 德 柯 米 特 五 边 形 。 

我 们 发 现 了 一 个 比 卡 勒 五 边 形 更 优 ， 且 我 们 认定 是 最 优 的 五 边 形 ， 这 
AASI Rk Bo. dEÓHTTAGEBBPRRERTEML, Ze A TTET gu 
形 ， 随 机 寻找 最 优 者 。 然 后 ， 根 据 最 先 得 到 的 结果 ， 我 们 相信 最 优 五 边 形 
的 所 有 顶点 都 应 该 在 三 角形 的 边 上 ， 因 此 ， 只 考虑 顶点 都 在 三 角形 边 上 的 
五 边 形 。 最 后 ， 我 们 找到 的 a 大 概 数 值 又 经 过 了 西蒙 * 普 劳 夫 反 算法 的 验 
证 。 当 我 们 给 这 个 计算 机 系统 ( http://pi.lacim.uqgam.ca/ ) 一 个 实数 的 几 位 小 
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数 时 ， 它 就 能 给 出 这 个 数 的 计算 公式 。 这 就 得 出 了 公式 a=3 - 2V 2 ， 继 而 让 德 
柯 米 特 找到 图 B 中 十 分 独特 的 五 边 形 ， 现 在 看 来 很 可 能 就 是 最 优 五 边 形 。 
接着 ,我 们 用 计算 机 自动 证 明了 毫 无 疑点 或 近似 的 区间。 我 们 得 出 了 
更 大 的 数值 ， 越 来 越 接 近 3 -2y 2。 这 符合 我 们 之 前 的 猜想 。 
这 种 计算 方法 给 出 了 确定 的 区 间 ， 却 永远 无 法 证 明 最 终 等 式 o=3-2v2。 
或 许 ， 需 要 采用 其 他 方法 。 


P 
A B 























(V2-1)L 
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IEEE 


朋友 之 间 最 平常 的 聚会 上 也 有 数学 问题 产生 。 我 们 在 披 
FEN, -AEAII ERE 


A RER H EE o A RAA HD RI PR | h 
了 视 党 原理 ， 而 且 ， 必 须 设计 复杂 算法 才能 完成 严密 的 推理 。 一 系列 结 
末 才 刚刚 被 证 明 出 来 ， 其 中 不 乏 多 年 未 解 的 猜想 。 这 些 成 采 让 该 研究 领 
域 变 得 更 加 充实 。 氢 芦 本 是 一 道 那 不 勒 斯 的 传统 美食 。 数 学 家 们 看 者 从 
末 木 火炉 里 烧 出 的 挫 满 盔 放 的 面 饼 ， 谈 笑 间 思索 痢 一 个 个 光怪陆离 的 
趣 题 。 





直线 切割 


朱 莉 和 雅克 订 了 一 个 披萨 ， 二 人 想 要 平分 。 他 们 打算 用 下 面 的 办 
法 :经 过 同一 个 点 直 着 切 N 刀 并 且 每 一 刀 之 间 的 夹 角 相等 ( 角度 为 WN )， 
他 们 轮流 分 配 切 得 2N 块 披萨 。 这里， 假设 他 们 可 以 轻易 用 完美 的 直线 
和 相等 的 角度 来 分 割 。 

SEE 我 们 还 假设 披萨 是 完美 的 圆 

s EU 形 ， 披 萨 上 面 的 配料 也 时 均匀 分 布 。 

那么 ， 一 开始 对 朱 莉 和 雅克 来 说 ， 
zem 重要 的 只 是 均 分 披萨 的 面积 。 当 入 
等 于 6 时 ， 我 们 得 到 一 幅 图 ， 其 中 
demo E 蓝 色 部 分 属于 朱 莉 ， 红 色 部 分 属于 
ELI RS ur 雅克 (参见 “均等 分 割 ” 图 A )。 














希拉 曼 : 佛 格 森 的 雕塑 ， 展 示 了 通过 几何 
方法 ， 用 四 条 线 将 一 个 花岗岩 圆 盘 均等 分 割 。 
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块 都 是 等 大 的 。 厂 其 中 一 刀 经 过 披 院 中 心 ， 赁 信 对 称 性 还 是 可 以 公平 分 

配 :对 分 给 朱 莉 的 每 一 鼎 披 本 , 邦 有 形状 一 样 的 妨 一 块 给 雅 死 (参见 “ 坊 
AE X di 图 A) 


现在 ， 问 题 变 得 明确 ， 却 也 不 再 那么 简单 : 这 种 切 法 是 否 公 平 ? 如 
条 不 公平 ， 怎 么 知道 谁 占 了 便宜 ? 寿 一 位 客人 分 得 的 披 联 面积 比较 大 ， 
这 块 披萨 的 边缘 长 庆 也 比较 长 四 ”还 有 ， 披 萨 上 的 配料 呢 ? 假设 披萨 厚 
度 不 均匀 ， 又 会 怎么 样 ? 


Eo i KEDARRA. R 
ie oup 是 沿 着 相同 的 方向 转 : 例如 图 A 中 ， 朱 莉 得 到 蓝 
色 披 萨 块 1、3 、5、 E 9. 11, 雅克 得 到 红色 披萨 块 2、4、6、8、 
ID. s 

如 果 1 条 切割 线 经 过 圆 形 披萨 的 中 心 ， 便 构成 了 图 形 的 1 个 对 称 轴 。 于 
是 ， 披 萨 被 公平 分 配 ， 朱 莉 和 雅克 得 到 的 披萨 一 样 多 。 对 于 1 条 切割 线 的 情 
况 ， 只 有 切割 线 经 过 中 心 分 配 才 能 公平 。 对 于 2 条 切割 线 的 情况 ， 只 有 当 其 
中 1 条 切割 线 经 过 披萨 中 心 时 ， 朱 莉 和 雅克 才能 得 到 一 样 多 的 披萨 ， 否 则 没 
有 分 得 包含 中 心 那 一 块 的 人 就 会 因 少 了 红色 面积 4 倍 那 么 大 的 披萨 而 吃亏 。 
对 于 3 条 切割 线 的 情况 ， 我 们 假设 切割 交叉 点 靠近 边缘 的 极端 情况 ,证明 出 
拿 到 披萨 中 心 那 一 块 的 人 分 得 更 多 。 最 后 ， 如 果 三 个 人 分 的 话 ，6 条 切割 线 
的 分 配方 法 可 以 给 出 奶酪、 火腿 、 边 缘 和 番茄 都 相等 的 披萨 块 。 


e 
LILLJ 
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当 NN 等 于 1 时 ,答案 很 明显 (图 B)。 阁 切割 线 不 经 过 中 心 ， 包含 
中 心 的 那 一 块 面积 将 大 于 披萨 总 面积 的 一 半 ， 那 么 分 到 这 块 的 客人 就 占 
了 便宜 。 其 实 他 占 了 两 个 便宜 : 分 得 的 披萨 不 仅 面积 最 大 ， 而 且 边 缘 也 
最 长 。 

当 等 于 2 时， 问题 会 变 得 更 有 趣 ( 图 C )。 答 案 是 : 分 到 包含 中 
心 那 块 的 客人 又 一 次 占 了 便宜 。 我 们 可 以 准确 地 证 实 ， 他 得 到 的 额外 面 
积 等 于 一 个 长 方形 面积 的 四 倍 。 该 长 方形 的 对 角 线 为 披萨 中 心 点 到 切割 
交叉 点 的 线段 ， 且 四 条 边 平 行 于 切割 线 。 

这 一 次 ， 披 萨 边 缘 的 分 配 很 完美 : 哪怕 将 切 制 交叉 点 放 得 离 披 萨 中 
心 很 还 ， 两 位 客人 还 能 分 到 等 长 的 披萨 边 。 根 据 切割 线 相 对 于 中 心 的 对 
称 性 并 结合 所 有 切 成 的 面积 ， 这 两 条 结论 很 容易 证 明 。 

当 N 等 于 3 时 ,结果 仍然 是 分 得 中 心 的 客人 吃 到 更 大 面积 的 披 贾 ( 图 
D )。 完 整 的 证 明 不 简单 ， 但 当 切 割 中 心 点 靠近 边缘 时 ， 很 容易 看 出 结论 
的 正确 性 (图 E)。 

其 实 ， 通 过 简单 的 三 角 函 数 计算 可 以 证 明 ， 对 半径 为 1 RE, An 
果 切 割 点 在 边缘 上 ， 分 得 中 心 的 客人 得 到 的 面积 是 mw3+ /3/2, BEBE 
总 面积 的 60.9%。 将 切割 交叉 点 略微 移 开 边缘 ， 根 据 连 续 性 ， 结 论 依然 
成 立 。 当 切割 交叉 点 远离 边缘 时 ， 分 得 中 心 的 人 依然 保持 优势 ， 但 是 需 
要 另 作 推 理 。 

此 刻 ， 如 果 你 更 感 兴趣 的 是 如 何 获 得 更 多 的 披 院 边缘 ， 人 情况 则 是 相 
反 的 : 分 得 中 心 的 人 将 获得 较 少 的 边缘 。 像 之 前 一 样 ， 当 切割 交叉 点 足 
够 靠近 边缘 时 我 们 可 以 轻易 证 明 结论 (图 D ); 也 像 之 前 一 样 ， 无 论 切 
制 交叉 点 在 哪里 ， 该 特性 均 成 立 。 知 一 位 客人 喜欢 更 多 的 面积 ， 而 另 一 
位 喜欢 更 多 的 边缘 ， 大 家 就 很 容易 达成 一 致 。 

当 NW 等 于 4 时 ， 拉 里 .卡特 和 斯 坦 . 瓦 根 在 1994 年 给 出 了 十 分 优 
美的 纯 图 形 解 法 。 此 前 ， 该 问题 曾 由 美国 明尼苏达 州 圣 托马斯 大 学 的 
jr - 康 霍 伊 泽 (1924—1992 ) 提出 并 解答 。 本 音 第 一 页 呈现 的 是 雕塑 家 
而 拉 受 '， 佛 格 条 为 纪念 该 问题 而 创作 的 花 疯 郑 雕 塑 。 证 明 方 法 在 图 3 中 
详细 再 现 。 证 明 指 出 ， 无 论 切 制 交 又 点 放 在 哪里 ， 两 位 客人 都 能 得 到 面 
积 完全 一 样 的 披 村 ,这 够 惊人 吧 。 通 过 将 面积 相 减 ( 参见 “披萨 的 边缘 ”)， 
能 推导 出 当 N 等 于 4 时 ， 即 便 假设 边缘 有 一 定 的 宽度 ( 即时 环 状 )， 两 





















































34 第 一 章 平面 上 的 几何 艺术 


位 客人 也 将 获得 同样 多 的 边 绿 。 
如 来 切 4 刀 ， 我 们 永远 都 能 在 面积 和 边 绿 长 度 两 方面 公平 地 分 配 氢 
院 ， 朱 利和 雅克 知道 该 怎么 做 。 


如 果 N 超 过 4， 问 题 就 变 得 更 加 复杂 。 当 为 偶数 ， 我 们 能 通过 几 
Op A ear 
方法 获得 的 结果 加 以 推广 。 


N 等 于 4 的 情况 更 加 有 趣 ， 通 过 一 种 巧妙 的 分 割 方法 可 以 证 明 ， 
朱 和 莉 的 蓝 色 部 分 和 雅克 的 红色 部 分 面积 相同 ， 或 者 用 图 中 的 标记 方 
二 
面积 之 和 相等 。 

推理 过 程 如 下 : 从 8 块 的 切割 方法 开始 ， 我 们 画 出 e 和 D (分 别 与 E 和 d 对 
PK) ， 并 根据 4 和 F 对 称 地 夯 出 A 和 f。 然 后 ， 将 h 旋 转 90 度 得 到 H， 由 H 得 到 
G， 继 而 引出 g、c 和 C。 唯 一 要 证 明 的 一 点 是 是 B 和 b 面 积 141 相等， 而 找 出 相同 长 
度 的 线段 并 已 知 所 有 角度 都 是 4$ 度 的 倍数 ， 这 就 很 价 单 。 


我 们 画 出 和 N 条 共 点 交 义 且 两 两 之 间 夹 角 相等 的 直线 ( 切割 线 ) 来 切 披 
Bio AMNI ACCES y BIZ ACRI PALA o RAISE X COLE , 
雅克 得 到 红色 披萨 块 。 

A. 符 其 中 1 条 切割 线 经 过 拔 陕 的 中 心 点 ， 无 论 朱 者 一 开始 如 何 选择 ， 
4j iO Z5 ARRIERE v EI DRE TRU PHUTH AS: 

B， 对 于 4 条 切割 线 (以 及 大 于 4 的 偶数 条 切割 线 ) ， 两 人 分 得 面积 相等 。 

C， 对 于 3 条 切割 线 ， 朱 者 和 若 首 先 挑选 包含 中 心 的 披萨 块 ， 便 会 得 到 更 多 
的 披萨 。 该 结论 对 任何 形式 为 4 入 1 的 数字 N (3,7,11,15, 19, 23, … ) 都 成 立 。 



































披萨 数学 家 35 





D. XTS, RAA A GB Reb, ， 便 会 得 到 
ELp toT nESXAelC EN (5,9,13,17,21,25,-- ) 都 











当 你 请 了 NM 位 客人 时 


1999 年 ， 杰 瑞 米 ， 赫 赛 察 恩 和 四 位 家 庭 成 员 一 起 建立 了 更 加 一 般 
化 的 理论 : AWN = 2M， 只 要 我 们 按 顺 序 轮番 分 给 每 位 客人 4 Buts, 
那么 披萨 (DJ AM Eh) 将 可 以 在 MM 位 客人 间 公 平分 配 。 


例如 当 N = 6 时， 分 配 顺 序 应 为 : a-b-c-a-b-c-a-b-c-a-b-c。 
“披萨 的 边缘 ”的 推理 显示 ， 即 使 假设 边缘 有 一 定 宽 度 ， 拔 院 边 缘 
也 能 在 M 位 (或 两 位 ) 客人 间 公 平分 配 。 


更 有 意思 的 是 ， 赫 赛 察 恩 的 结论 还 引出 一 个 推 凑 : E C93 
分 割 ” FEES), 奶酪 (红色 ) 和 火腿 ( 贡 色 ) AEREE C Bi] 
形 中 心 可 以 与 披 院 中 心 和 切割 中 心 点 不 同 )， 只 要 切割 交叉 点 在 每 一 种 
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配料 圆 形 的 内 部 ， 番 站、 奶 酷 和 火腿 也 能 在 M 位 客人 间 公 平分 配 。 相 
应 的 推理 方法 很 简单 ， 只 需要 应 用 前 面 的 结论 ， 依 次 将 每 一 种 配料 的 
形 看 成 一 整个 披 桩 。 


也 看 配料 的 分 配 


来 看 一 个 绝对 值得 思考 的 情况 : 让 我 们 切 一 个 披 院 ， 披 院 上 盖 看 呈 
圆 形 铺展 的 番茄 、 奶 酷 和 一 片 圆 形 火腿 。 泊 直线 切 6 刀 , 每 刀 相 差 30 RE , 
而 且 经 过 在 三 种 配料 内 部 的 同一 个 切割 交叉 点 。 由 此 分 得 的 12 Dui ps 
按照 a-b-c-a-b-c-a-b-c-a-b-c 的 顺序 分 给 三 位 客人 ， 他 们 会 得 到 完全 
等 量 的 面 饼 、 披 院 边 绿 、 番 关 、 奶 酷 和 火腿 。 

对 为 奇数 的 切 法 ， 两 位 客人 的 一 般 性 结论 长 久 以 来 都 停留 在 猜 
想 阶段 。 下 到 2009 4E, mi 马 布 希 和 保罗 “' 戴尔 曼 经 历 多 年 徒 攻 无 
功 的 努力 ， 答 试 各 种 计算 机 计算 之 后 ， 终 于 为 下 面 的 美妙 结论 找到 了 证 
明 方 法 。 


EEX DU XN» gu 

如 果 朱 莉 和 雅克 分 得 的 披萨 面积 相 
等 (对 应 的 N 值 为 大 于 等 于 4 的 偶数) ， 
披萨 的 边缘 也 是 公平 分 配 。 

先 从 整个 披萨 看 ， 参 与 者 分 
到 了 相等 的 面积 。 再 看 除去 边缘 
的 中 心 部 分 ， 同 样 ， 他 们 平均 分 
制 了 这 个 面积 变 小 的 披萨 。 

通过 减法 ， 我 们 可 以 推导 出 
披萨 的 环形 边缘 也 在 参与 者 之 间 公 
平分 配 。 

在 不 公平 分 配 的 情况 下 ， 该 推 
理 不 再 有 效 ( 不 等 关系 之 间 不 能 随意 做 
减法 ) 。 而 且 ， 我 们 还 得 出 ， 对 于 两 位 客人 
且 N 取 值 为 大 于 等 于 3 的 奇数 的 情况 ， 分 得 披萨 面积 最 少 的 客人 总 是 拥有 最 
长 的 边缘 长 度 。 如 果 恰好 一 位 客人 偏爱 内 部 ， 而 另 一 位 喜欢 边缘 美味 的 瑟 

克 力 糖 衣 ， 这 或 许 就 能 体现 出 圆 形 糕饼 的 好 处 吧 。 













口 zBUMB—AUPEEEESERGO, MARAEA E pE ARAA 
缘 长 度 (RHEE 73952 3)" KAP, WAXER, X 
部 分 结论 显而易见 )o M: 
O N = 3,7, 11, 15, 19,23, … (所 有 41 形式 的 整数 ) 时 ,分 
得 中 心 的 客人 能 获得 最 大 的 披 院 面积 ， 却 得 到 较 少 的 边缘 。 
O 当 N = 5,9, 13, 17,21,25, … (所 有 4k+1 形式 的 整数 ) 时 ， 分 得 
中 心 的 客人 获得 最 小 的 披 院 面积 和 最 多 的 边 绿 。 
知 V 为 奇数 ， 任 意 数 量 客人 的 问题 尚未 解决 。 这 又 是 一 个 环 手 的 
几何 难题 ， 了 恐怕 要 等 到 21 世纪 才能 破解 …… 甚 至 更 远 的 未 来 。 














那 扳 萨 的 厚度 呢 ? 


披 防 并 不 是 无 限 注 的 ! 如 果 我 们 考虑 披 辽 的 厚度 或 者 形状 更 加 多 变 
的 其 他 美食 ， 又 会 发 生 什 么 ? 当然 ， 我 们 刚刚 针对 披 陕 所 讲 的 结论 ， 对 
各 式 馅 饼 及 其 他 完美 的 圆柱 形 食物 依然 有 效 。 
条 有 可 能 ， 将 立体 图 形 切 成 无 限 小 的 圆 形 注 片 ， 问 题 就 转变 成 如 何 
针对 大 量 有 趣 形 状 提出 披 访 定 理 的 一 般 性 结论 CN 是 偶数 或 者 是 奇数 )。 
这 样 一 来 ， 就 可 以 推 想 至 倾斜 圆锥 体 ( 只 要 顶点 在 底面 之 上 用 切割 中 轴 
线 经 过 顶点 入“ 布丁 ” (截断 的 圆锥 体 )、“ 瑞 布 罗 申 干 栈 ”( 截断 的 四面 
圆锥 体 )、 水 平 截断 球 冠 的 半球 体 、 扭 绞 的 柱 体 或 锥 体 ， 等 等 (参见 “三 
维 情况 的 分 配 ”)。 
请 看 更 精确 的 表述 : 当 WN 为 偶数 或 奇数 时 ， 图 4 中 定理 的 推广 对 
于 用 V 个 垂直 切割 平面 切 成 的 任何 立体 图 形 V 都 成 立 ， 只 要 . 
a v 的 表面 积 在 下 方 由 圆 形 水 平底 面 B 限定 ， 在 上 方 由 圆 形 水 平 
顶 面 $ 限定 (BJE B 和 S 可 以 退化 为 一 个 点 ); 

aO 和 奉 将 立体 图 形 切 割 成 2V 块 时 ，N 个 切割 平面 经 过 同一 条 直线 A 
(切割 中 轴线 )， 且 两 两 构成 相等 的 夹 角 ; 

O x v 的 每 一 次 水 平 切割 都 会 产生 一 个 包含 轴线 A 上 一 个 点 的 圆 
JÉ D. 

这 些 适 用 于 体积 的 定理 不 能 与 着 名 的 “火腿 三 明治 定理 ”混淆 。 我 
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6. 三 维 情 况 的 分 配 

HTA (参见 “均等 分 割 ” ) 可 以 借助 几 个 保证 条 件 推广 至 一 
些 立 体 图 形 。 推 广 的 关键 是 将 立体 图 形 视 为 一 层 层 无 限 薄 加 片 的 堆 蕾 ， 
一 片 痢 按照 披 防 定理 的 要 求 依 切割 线 摆 放 : 切割 线 的 夹 角 都 相等 ， 且 都 要 
经 过 圆 盘 内 部 的 分 割 交 又 点 。 


pn 























T. 画 出 相等 的 弧 线 

硅 我 们 知道 如 何 画 出 经 过 同一 点 
且 夹 角 相 等 的 直线 时 ， 披 陕 定理 ( 人参 
见 “N=47 情 况 ”) 才 会 有 意义 。 一 个 
SD 3 DES E 
理 。 这 一 次 ,假设 可 以 将 披 玄 的 边 绿 分 
成 2N 条 相等 的 弧 线 段 。 如 前 ， 我 们 在 披 
a SC ER. SLICE 
定 2N 块 披 院 ， 交 蔡 分 给 朱 利 和 雅克 。 

同样 ， 如 稳 雷 ' 克拉 姆 金 证 明 的 那 
E, 无论 N 是 奇数 还 是 偶数 ， 分 配方 法 都 
是 公平 的 ， 两 位 客人 能 确定 得 到 相等 的 
披 院 面积 及 相等 的 边 绿 长 度 ( 这 里 ， 边 绿 要 被 看 作 没 有 宽度 的 圆周 ) 。 

1996 年 ， 美 国 数学 协会 出 版 的 从 书 《 道 尔 齐 亚 妮 数学 博览 》 ( Dolciani 
Mathematical Expositions ) 第 18 卷 中 登载 的 乔 … 康 霍 伊 泽 、 魏 乐 曼 和 斯 坦 ， 
瓦 根 的 著作 “自行 车 朝 哪 里 走 ? 及 其 他 迷人 的 数学 奥秘 ” (Which way did 
the bicycle go? And other intriguing mathematical mysteries) 一 文中 ， 可 以 找 
到 相关 证 明 。 























们 回顾 一 下 后 者 在 三 维 空间 中 的 奇特 表述 : 

给 定 三 个 具有 体积 的 物体 (例如 由 面包 黄油 和 火腿 组 成 的 三 明治 )， 
存在 一 个 切割 平面 可 将 每 个 组 成 部 分 准确 地 分 割 成 体积 相等 的 两 部 分 
( 面包 被 分 成 相等 的 两 块 ， 黄 油 和 火腿 也 一 样 )。 

1942 4E, WMV - 斯 通 和 和 约翰: 塔 基 对 该 定理 提出 了 在 任意 nn 维 空 
间 中 的 证 明 , 证 实 存在 一 个 超 平面 , 可 平均 分 割 具有 超 体 积 的 n 个 物体 。 
然而 ， 他 们 并 没有 说 明 如 何 找到 分 割 方法 ， 答 案 还 远 在 天 边 。 但 是 ， 逢 
用 披 防 定理 确实 可 以 找到 公平 切割 的 多 种 方法 (例如 切 4 刀 )， 这 就 实 
用 多 了 。 











披 院 游戏 


火腿 三 明治 定理 的 三 维 版 本 对 披 院 爱好 者 来 说 依然 顾 有 益 人 处。 实际 
上 ,假设 有 一 块 不 那么 圆 的 披 院 ， 面 饼 上 按照 复杂 形状 随意 窗 壤 着 一 种 
配料 ( 例如 番茄 次 )。 火 腿 三 明治 定理 的 二 维 版 本 指出 ,存在 一 种 可 能 性 ， 
使 得 沿 直 线 一 刀 将 披 辽 切 成 两 块 ， 朱 草 和 雅 元 能 得 到 相同 面积 的 面 饼 和 
相同 面积 的 看 前 。 
可 异 的 是 ， 办 法 倒是 有 ， 就 是 很 难 实现 。 同 时 ， 确 定 恰当 的 切 法 也 
非 多 事 ， 除 非 运气 极 好 ， 和 否则 一 刀 下 去 仆人 难以 公平 地 分 割 面 饼 、 番 六 
和 奶酪。 
分 披 院 问题 是 一 个 趣味 游戏 ， 它 也 引出 了 一 系列 难 易 不 一 的 谜 题 ， 
有 些 困扰 多 年 的 难题 才刚 刚 得 到 和 解答。 我 们 来 看 看 这 个 游戏 : 
D 这 次 ， 假 设 用 经 过 中 心 〈 以 切割 线 为 半径 ) 且 夹 角 分 别 为 wu 
Q5, UU, CN 的 N JJ EARS] |, NE; 
Q 玩家 A 选择 一 块 ; 
口 然后 ,玩家 A 和 B 每 人 轮流 选择 一 块 ， 要 求 该 块 披 院 只 有 一 个 
相 邻 披 了 昱 块 ， 随 即 产生 唯一 的 一 片 不 断 变 大 的 空 折 区 域 。 
当然 ,游戏 划 在 尽 可 能 拿 到 最 大 量 的 披 院 ， 问 题 在 于 怎么 找到 最 好 
的 办 法 。 
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4r N NBA, MESRA M DLBUA 8 PARAT CDS T PCIE e 
这 很 容易 发 现 。 

右 N 为 奇数 ， 存 在 一 个 确保 第 一 位 玩家 至 少 获得 三 分 之 一 披 院 的 
策略 。 

第 二 个 结论 并 不 是 NN 为 奇数 时 最 好 的 结 末 。 人 们 狂想 1/3 兴 许 可 以 
被 改善 到 4/9。 和 披 得 温 殉 勒 提出 的 这 一 猜想 已 同时 被 两 组 研究 者 证 明 ( 参 
见 参考 文献 及 其 在 线 PDF 文件 ) 实际 上 ,确保 能 拿 到 4/9 的 琳 略 很 复杂 ， 
但 目前 为 止 ， 我 们 确信 在 一 般 情 况 下 结 来 不 可 能 比 4/9 还 好 : KRBE 
成 柯 数 块 时 ， 茶 些 切 法 可 以 让 第 二 位 玩家 最 少 获 得 5/9 的 披 院 。 只 要 找 
Smeg. 














七 巧 板 


这 是 最 著名 的 拼图 游戏 ， 局 发 了 无 数 斩 新 的 游戏 变种 ， 
以 及 往往 只 有 计算 机 才 有 了 耐心 去 迎战 的 趣味 几何 题 。 


七 巧 板 大 概 是 最 流行 的 几何 游戏 了 。 人 人 都 知道 七 巧 板 ， 也 至 少 玩 
过 一 次 。 若 名 数学 游戏 爱好 者 和 发 明 家 条 姆 ' 茉 特 在 1903 年 创作 的 《 老 
唐 的 第 八 本 书 》( The Eighth Book of Tan) 一 书 中 对 七 巧 板 进行 了 详细 盖 
述 。 书 中 提出 了 数 百 种 用 七 巧 板 来 摆 出 的 图 形 ， 其 中 一 些 根 本 不 可 能 摆 
出 。 莱 特 自称 对 此 很 有 了 解 ， 也 详细 讲述 了 七 巧 板 游戏 的 历史 : 

“根据 我 手中 查 林 诺 教授 遗留 下 来 的 手稿 ， 中 国有 七 部 七 巧 板 的 著 
f£, 每 部 都 收录 了 上 千 种 图 形 。 这 些 图 形 的 起 源 可 追溯 到 大 约 四 千年 前 。 
这 几 部 书 十 分 罕见 。 查 林 诺 教授 在 中 国 居住 的 四 十 年 间 ， 仅 完整 见 过 第 
一 部 和 第 七 部 ， 以 及 第 二 部 的 个 别 篇 草 。 一 位 英国 士兵 在 北京 找到 了 印 
在 金箔 上 的 该 著作 片段 ， 并 花 三 百 英镑 从 古董 收藏 家 手 里 买 下 。 我 兽 有 
幸 获 准 复 制 其 中 的 一 些 图 和 案 。 

这 段 历 史 轶 闻 被 不 断 转述 ， 直 到 1974 年 ， 马 本 加 德 纳 仔 细 做 了 
更 正 ， 并 解释 这 不 过 是 莱特 开 的 玩笑 ， 纯 属 虚 构 。 有 关 七 巧 板 的 最 早 书 
面 记载 出 现在 一 本 1803 年 出 版 的 书 里 。 的 确 , 这 是 一 本 中 国 书 ,名 为 《七 
HEAR) 。 

















游戏 并 不 那么 古老 


七 巧 板 的 英文 名 字 是 Tangram ， 直 到 1848 年 才 出 现在 托马斯 :和希 尔 
的 著作 《青年 几何 谜 题 》( Geometrical Puzzle for the Youth) 中 。 作 家 刘 











注 1 另 一 说 ， 本 书 于 1813 年 出 版 。 一 一 译 者 注 
注 2 七巧板 又 称 “ 唐 图 ”。 一 一 译 者 注 
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多 斯 卡 党 尔 和 爱 伦 坡 都 很 言 欢 这 个 游戏 ， 据 说 拿破仑 在 圣 赫 勒 拿 流放 
时 也 曾 藏 有 一 副 七 巧 板 。 这 个 游戏 属于 全 志 界 , 人 们 用 它 来 教学 和 消遣。 
数 十 家 生产 商用 木材 或 者 塑料 打造 出 各 类 产品 。 很 可 能 ， 你 家 里 就 有 一 
副 七 巧 板 。 

Tangram 可 能 是 从 单词 Tan 发 展 而 来 。 据 称 ，Tan 一 词 源 于 器 文 单 
iH Trangram。 单 词 原 有 两 个 字母 r， 意 思 是 “复杂 的 玩具 ”， 这 里 可 能 
WEXEHHIHAH To TE 1913 年 出 版 的 《 韦 氏 词典 》 中 ， 我 们 找到 了 这 样 的 
释义 :“Trangram: 设计 复杂 的 东西 。” 

















1. 七 巧 板 的 世界 

七 巧 板 (a) 由 七 块 板 组 成 ， 包 括 小 等 腰 和 直角 三 角形 t、 正 方形 c、 平 行 四 
边 形 p、 等 腰 直 角 三 角形 t 、 等 腰 直 角 三 角形 t*。 所 有 拼 板 部 可 以 由 最 小 的 
那 块 (共有 两 块 ) 边 长 为 I 和 v2 的 等 腰 直 角 三 角形 t 得 来 (b)。 森 姆 . GEHE 





造 了 一 位 姓 唐 的 中 国人 为 七 巧 板 的 发 明 者 ,创作 了 《 老 唐 的 第 八 本 书 》(c)。 
图 d 中 是 一 本 19 志 纪 中 国 几何 学 家 撰写 的 七 巧 板 趣味 书 。 图 e 是 七 巧 板 爱 好 
者 提出 的 成 和 干 上 万 个 图 案 中 的 大 干 例子 。 
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游戏 有 助 于 让 低龄 儿童 熟悉 基本 的 几何 形状 。 但 是 ， 如 果 游 戏 的 目 
的 仅 限 于 重新 摆 出 盒 中 附带 的 小 册子 上 印 着 的 轮 廊 图 ， 这 就 和 数学 没 多 
大 关系 了 。 事 实 上 ， 七巧板 也 引出 了 众多 真正 的 数学 问题 ， 其 中 一 些 还 
颇具 难度 ， 其 至 无 解 。 

我 们 先 从 最 简单 的 开始 , 只 考虑 经 典 七 巧 板 游戏 的 七 个 固定 的 形状 : 
两 个 小 等 腰 直 角 三 角形 tf， 一 个 正方 形 c， 一 个 平行 四 边 形 p， 另 一 个 等 
腰 直 角 三 角形 f; ce、p 和 ff 都 能 通过 两 个 t+ 组 合 得 到 ; 最 后 ， 两 个 大 等 
腰 直 角 三 角形 t*， 每 个 都 可 以 由 四 个 t 得 到 。 一 共 7 块 拼 板 。 

设 t 的 短 边 为 单位 长 度 , 它 斜 边 的 长 度 就 是 /2 。 正 方形 c 的 边 长 为 1; 
平行 四 边 形 p 的 两 边 长 分 别 是 1 和 y2 ;三 角形 t 的 两 边 长 分 别 是 /2 和 2; 
三 角形 t” 的 两 边 长 分 别 是 2 和 2 2。 

我 们 还 应 把 玩家 们 需 摆 出 的 图 案 分 成 三 类 。 

“一 般 图 案 ”: 一 个 整体 ， 每 块 板 仅 限 使 用 一 次 ， 当 然 也 不 
1 














HE EUER. Kle 里 的 图 案 中 ， 除 了 图 案 11 有 一 块 和 其 他 部 分 
分 离 ， 其 余 的 都 是 一 般 图 案 。 
"Ee". 要 求 其 周 长 在 拓扑 上 等 价 于 圆 的 一 般 图 案 。 其 实 ， 这 
是 要 求 图 案 是 一 个 整体 并 且 中 间 不 能 有 空洞 。 图 案 1]、2、33、3S、36 
就 是 紧凑 图 案 (参见 下 面 图 释 )。 图 案 10 不 是 基 凑 图 案 ， 因 为 中 间 有 空 
i]; 同样 ， 图 案 40 也 有 两 个 空洞 。 图 案 6、7、8 也 不 是 紧凑 图 案 ， 因 
为 有 两 部 分 仅 由 一 个 点 而 不 是 一 条 线段 相连 。 


? 
33 36 10 6 8 
X. AATE 5 RN caus 
第 三 类 图 案 属 于 "整齐 图 案 ”" snug-motifs ,英文 snug 意 为 小 而 整齐 )。 
整齐 网 案 的 限制 更 多 ， 思 路 是 每 一 块 板 都 是 取 同 一 个 小 等 腰 直 角 三 角形 
t 一次、 两 次 或 四 次 得 到 。 根 据 罗 纳 德 . 里 德 给 出 的 定义 ， 整 齐 图 案 也 
是 一 种 紧凑 图 案 : 将 每 块 板 分 解 成 两 个 等 腰 直 角 三 角形 t+， 知 两 块 板 共 
用 一 条 线段 ， 则 它们 的 两 个 基本 三 角形 t+ 一定 至 少 共 用 一 条 边 (这 条 共 
用 边 可 以 是 基本 直角 三 角形 的 短 边 或 斜 边 )。 我们 注意 到 ， 上 述 规则 对 
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每 一 块 板 进 行 了 严格 的 方向 限制 : 如 果 正 方形 水 平 放置 ， 则 所 有 长 度 为 
1 或 2 的 边 都 必须 沿 水 平 或 垂直 放置 ， 其 他 边 〈 长度 为 v2 或 2vV2 ) 都 要 
放置 在 对 角 线 方向 的 直线 上 (iR 45 度 或 135 度 )。 图 案 1、2、5 是 整齐 
图 案 。 相 对 地 ， 图 案 35 和 36 就 不 是 整齐 图 案 。 

“七 巧 板 之 谜 ” 展 示 并 解决 了 一 些 关于 这 些 形状 的 数学 问题 。 

在 针对 七 巧 板 的 专 若 中 ， 马 丁 . 加 德 纳 提出 了 五 边 形 紧 竣 图 案 的 数 
量 问题 ， 并 给 出 了 答案 和 推理 方法 来 验证 。 遗 憾 的 是 ， 他 的 推理 中 存在 
一 个 小 错误 ， 招 致 大 批 读者 来 信 投 诉 。 加 德 纳 对 这 些 愤怒 的 来 信 加 以 分 
析 和 整理 ， 历 经 艰难 最 终 得 出 了 正确 答案 ， 并 将 其 发 表 。 你 也 可 以 试 着 
找 找 答案 ， 或 者 ， 为 此 编 个 程序 吧 〈 人 参见 “马丁 :加 德 纳 的 五 边 形 图 案 ” 
的 解法 )。 




















漏 挥 的 计数 


七 巧 板 三 种 图 案 的 计数 问题 ， 可 以 很 容易 ， 也 可 以 很 复杂 。 一 般 图 
案 和 紧凑 图 案 显然 多 到 无 穷 。 一 些 图形 组 可 以 旋转 或 者 连续 平移 ， 令 无 
穷 多 的 图 案 难 以 计数 〈 就 像 实 数 而 非 整数 一 样 无 穷 多 )。 而 整齐 图 案 的 
数量 则 是 有 限 的 : 在 图 案 构 造 中 每 增加 一 块 板 ， 拼 板 只 能 摆 放 在 有 限 数 
量 的 位 置 上 。 

这 样 逐 步 建 立 的 方法 让 我 们 能 够 找到 整齐 图 案 数 量 的 最 大 值 (上 
限 )， 步 又 如 下 。 

口 构造 图 案 的 每 一 步 中 ， 将 七 巧 板 30 条 边 中 的 2 条 (或 更 多 ) 拼 
接 在 一 起 。 这 里 的 “ 边 ” 指 的 是 组 成 七 块 板 的 基本 三 角形 t 的 边 ， 
七 块 板 总 共有 30 条 这 样 的 边 。 我 们 给 每 条 边 编 上 1 到 30 的 号 人 码 。 

a 构造 一 个 图 案 需 要 6 步 ， 因 为 放 了 第 一 块 板 以 后 ,我们 用 6 步 
来 拼接 和 镜 下 的 板 。 

口 在 1 到 30 之 间 ， 最 多 用 12 个 数字 就 可 以 确定 一 种 可 能 的 摆 法 : 
最 初 两 个 数字 表示 第 一 次 拼接 的 两 条 边 ， 接 下 来 的 两 个 数字 表 
示 第 二 次 拼接 的 两 条 边 ， 依 此 类 推 。 

OQ 结论 : 最 多 有 30”= 5.3 x 107 个 整齐 图 案 。 
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一 切 都 取决 于 我 们 把 什么 算 作 图 条 的 边 。 

如 有 果 把 一 块 板 的 顶点 放 在 男 一 块 的 边 上 ， 托 着 第 一 
块 板 顶点 的 边 仍 视 为 一 条 边 ， 答 案 就 是 23。 如 图 案 1 所 
IRW, 一 个 女人 向 前 伸 出 双 壁 ， 七 块 板 的 23 条 边 都 保留 了 
NES 

或 者 ， 将 托 着 第 一 块 板 项 点 的 边 算 成 两 条 边 ， 因 为 
沿 着 图 案 的 边界 走 ， 我 们 会 和 完 经 过 这 条 被 切断 的 边 的 一 


部 分 ， 而 后 再 经 过 另 一 部 分 。 这 样 答案 就 是 29 (2346), 
因为 我 们 会 连 着 6 次 增加 一 条 边 。 
B. 一 个 紧凑 图 案 最 大 的 边 数 是 多 少 ? 


A. 一 个 一 般 图 案 最 大 的 边 数 是 多 少 ? 
? 











S AR E23 

我 们 设法 连续 6 次 把 一 块 板 放 在 一 条 更 长 的 边 上 ， b. 
并 让 长 边 在 前 和 后 各 留 出 一 截 。 每 次 虽然 少 了 一 条 边 
(被 放置 板块 的 一 条 边 消失 了 ) ， 却 因 那 条 长 边 前 后 新 » 
^ P8 2 3/1 tfr XCTI 4321 


我 们 可 以 看 出 (图案 2 ) ， 这 样 的 操作 可 以 连续 进行 6 
次 ， 并 且 七 块 板 的 最 初 边 数 23 在 拼 得 的 图 形 中 没有 改变 。 


C. 一 个 整齐 图 案 最 大 的 边 数 是 多 少 ? 


答案 是 18。 下 面 是 罗 纳 德 ， 里 德 提出 的 巧妙 证 明 。 

七 巧 板 的 七 块 板 总 共有 30 条 “ 边 ”, 而 这 里 “ 边 ” 
指 的 是 小 等 腰 直 角 三 角形 t 的 边 。 比 如 ， 按 照 这 种 特 2 
殊 定义 ,每 个 大 直角 三 角形 t” 的 周 长 由 6 条 “ 边 ” 组 


成 。 当 我 们 构造 一 个 整齐 图 案 时 ， 每 增加 一 块 板 ， 必 定 
至 少将 30 条 “ 边 ” 中 的 两 条 拼接 在 一 起 ， 而 这 两 条 将 
不 再 是 最 终 图 案 的 “ 边 ”。 在 构造 图 案 的 过 程 中 ， 消 失 


的 “ 边 ” 数 不 可 能 少 于 12 ( 连续 6 次 ， 每 次 消失 2 条 ) 。 
我 们 能 得 到 的 最 好 结果 就 是 18 条 “ 边 ”的 图 案 。 
图 案 3 中 的 小 狗 就 是 证 明 。 该 图 案 中 18 条 特殊 意义 


的 “ 边 ” 又 恰巧 是 小 狗 图 案 通 常 意义 上 的 边 。 于 是 ， 通 
常 音义 上 有 可 能 留 有 18 条 边 ， 我 们 无 法 再 改善 。 
































当然 ， 厂 十 不 同 的 12 个 数字 组 成 的 序列 可 能 得 到 同一 个 图 案 ， 有 
些 序列 可 能 因为 重 二 或 在 选择 12 个 数字 时 选 到 不 可 用 的 边 而 无 法 得 到 
真实 的 图 和 案 。 我 们 刚刚 算出 的 数字 其 实 是 一 个 很 宽泛 的 上 限 。 
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整齐 图 采 的 准确 计数 问题 实在 是 太 难 了 ， 下 到 2004 年 才 有 人 解 。 罗 
纳 德 . 里 德 借 助 计算 机 程序 得 出 总 共有 4 842 205 个 图 案 。 这 一 计数 结 
条 并 未 广 为 流 传 。 无 论 是 法 文 还 是 英文 版 的 维基 百科 都 没有 提 到 它 。 而 
上 且 ， 据 我 所 知 ， 没 有 任何 网 站 和 书籍 提 及 该 结果， 就 连 我 日 己 也 不 觉得 
它 已 经 过 论证 。 

最 后 一 个 困难 的 计数 问题 值得 仔细 人 研究。 为 了 避免 滑动 ， 我 们 假设 紧 
BEREA MHARE: 知 板 的 两 个 边 共用 一 条 线段 ， 则 必 共 用 一 个 端点 。 

这 些 “ 对 齐 网 案 ”( 英文 称 作 fully matched ) 的 数量 比 整 齐 网 案 还 多 。 
显然 ,任何 整齐 图 宁都 是 对 齐 图 案 , 反 之 却 不 然 。 例 如 ,图 案 31( 人 参见 “七 
巧 板 的 世界 ”图 e ) 不 是 整齐 图 宁 (虽然 某 些 板 共用 一 条 线段 ， 基 础 三 
角形 t 的 边 却 没有 对 应 好 )， 但 按照 上 述 意 思 却 是 一 个 对 齐 图 案 。 


很 容易 看 出 ， 只 要 对 齐 图 案 的 一 块 板 放 好 了 ， 其 他 板 的 项 点 便 只 能 
占据 平面 上 有 限 数量 的 点 。 因 此 ， 对 章 图 和 案 的 数量 也 是 有 限 的 。 维 基 百 
科 指 出 应 该 有 613 万 个 对 齐 图 条。 这 个 数字 与 罗 纳 德 * 里 德 算出 的 整齐 
图 案 数 量 差 太 多 ， 根本 不 匹配 ， 但 再 没有 比 这 更 精确 的 数字 出 现 。 我 无 
法 查 明 这 一 结果 是 近似 估计 值 ， 还 是 没有 完整 重 现 的 精确 计算 成 果 。 

厂 允 许 图 案 里 有 空洞 ， 便 可 拼 出 更 多 有 趣 的 图 样 ， 或 者 干脆 不 用 完 
所 有 的 拼 板 ， 其 至 允许 拼 板 之 间 存 在 重合 等 等 。 这 个 举世 闻 名 的 游戏 似 
乎 有 一 系列 计数 问题 至 今 尚未 探讨 。 






































3. BJ 加 德 纳 的 五 边 形 图 案 


用 七 巧 板 摆 出 的 53 个 五 边 
形 之 中 ， 只 有 22 个 是 整齐 图 案 7 45 
(绿色 ) EK, EAUS- E AY 
同 开发 了 一 个 计算 机 程序 , 证 明 A A 
七 巧 板 的 确 能 生成 22 个 五 边 形 ZA K 
整齐 图 案 。 另 外 ， 他 还 成 功 得 
出 以 下 结论 : 有 200 个 六 边 形 整 D g 
齐 图 案 、1245 个 七 边 形 整齐 图 AR D 
案 、6392 个 八 边 形 整齐 图 案 和 27 sg d 
133 个 九 边 形 整 齐 图 案 。 M. Bb e d 

















JERIE - 穆 同 在 近期 的 研究 中 思考 了 是 否 存在 与 七 马 板 类 似 ， 却 在 
严格 意义 上 更 完美 的 拼 板 族 戏 。 


王 福 春 在 1942 FER S — AE, 证 明 在 七 马 板 构成 的 所 有 网 案 
中 , 有 13 个 凸 图 形 摆 法 。 号 图 形 的 定义 为 : 在 图 形 中 任 取 两 点 A 和 了 B， 
线段 AB 完全 包含 在 图 形 中 ， 则 该 图 形 即 为 是 图形 。 因 此 ， 辆 盘古 凸 图 
形 ， 而 十 字 不 是 。 








CEDE 


凸 图 形 最 难 透 过 轮廓 来 摆 放 ， 因 为 它们 的 轮廓 仅 透 露出 极 少 的 七 巧 
板 位 置信 息 。 用 少许 几 块 板 就 能 摆 出 多 种 不 同 的 凸 图 形 ， 这 是 七 巧 板 洲 
戏 的 优美 之 处 ， 也 确保 了 我 们 能 够 摆 出 多 种 有 趣 而 困难 的 图 形 。 让 我 们 
用 这 第 一 条 质量 标准 来 衡量 类 似 七 巧 板 的 拼图 游戏 ， 看 看 它们 可 以 拼 出 
多 少 凸 图 形 。 

我 们 拿 来 和 七 巧 板 比 较 的 拼图 游戏 将 采用 这 样 的 拼 板 : 每 一 块 拼 
板 丝 由 硅 干 等 膀 直角 三 角形 t 通 过 边 拼 接 起 来 (这些 图 形 往往 被 称 为 
polyabolos )， 总 共 包 含 16 个 t( 如 同 七 巧 板 的 七 块 拼 板 共 由 16 个 三 角 
形 t 组 成 )。 其 实 ， 我 们 也 希望 使 用 的 拼 板 能 组 成 一 个 正方 形 ， 这 样 就 
可 以 像 七 巧 板 一 样 ， 很 容易 地 把 玩具 收 到 一 个 方 盒子 里 。 

早 在 1942 年 ， 王 福 春 就 指出 用 16 个 等 腰 直 角 三 角形 能 构造 出 20 
种 凸 图 形 ， 而 非 仅仅 13 和 种。 七巧板 就 少 了 7 个。 缺少 的 7 种 图 案 很 容 
多 找到 :它们 都 很 长 ,七巧板 两 个 大 等 腰 直 角 三 角形 二 超出 了 其 宽度 (人 参 
Jl "Ss EZ") 


999999 


多 发 明 家 和 玩具 厂商 都 拿 出 了 堪 与 七 巧 板 苋 争 的 游戏 ， 包 括 
em. (5 块 , ZW, EFK a), Pythagoras (7 E, 图 b ), Revathi (7 Ez, 
图 c), Chie-no-ita ( 7 &&, [K| d), Cocogram (6 Et, K] e) 以 及 Heptex (7 
H, ÉL f) 
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每 一 个 游戏 都 能 用 16 个 等 腰 直 角 三 角形 摆 出 20 个 凸 图 形 中 的 某 几 
个 。 可 以 摆 出 的 凸 图 形 数量 的 计算 结果 按 大 小 排序 如 下 :Regulus 是 7 个 、 
Pythagoras 是 12 个 .七巧板 是 13 个 .Revathi 是 15 个 .Chie-no-ita 是 16 个 、 
Cocogram 是 16 个 、Heptex 是 19 个 。 


七 巧 板 排名 居中 ， 远 非 冠 军 。Heptex 也 由 七 块 组 成 ， 却 能 完成 19 
个 凸 图 形 ， 几 乎 达到 了 20 个 图 形 的 最 大 值 ， 将 七 巧 板 远 远 甩 在 后 面 。 

七 巧 板 包含 两 个 重复 形状 的 板 ， 我 们 说 有 两 个 重复 板 。 如 果 一 块 拼 
板 在 游戏 里 反复 出 现 了 3 次 , 我们 也 说 有 两 个 重复 板 。 按 照 这 样 的 说 法 ， 
一 个 游戏 的 总 板 数 就 是 不 同形 状 的 板 的 数量 ， 再 加 上 重复 板 的 数量 。 

菲利普 . 称 同 研究 了 这 个 参数 ， 想 查 清 存在 大 量 重 复 板 到 底 好 不 好 。 
拿 共 由 16 个 等 腰 直 角 三 角形 组 成 的 七 块 板 来 说 ， 重 复 板 的 数量 从 0 到 
5 不 等 ( 因为 如 果 有 6 个 重复 板 ， 就 是 说 有 一 块 被 用 了 7 次 ,而 16 不 
能 被 7 整除 ， 所 以 假设 不 成 立 )。 

来 看 看 结果 : 没有 重复 板 时 ， 最 多 能 得 出 15 个 凸 图 形 〈Revathi 的 
情况 ); 有 1 个 重复 板 时 ， 最 多 能 得 出 16 NORE; 有 2 个 重复 板 时 ， 
最 多 能 得 出 19 个 凸 图 形 ( Heptex 的 情况 ); 有 3 个 重复 板 时 ， 最 多 能 得 
出 19 个 凸 图 形 ; 有 4 个 重复 板 时 ， 最 多 能 得 出 18 GRE; 有 5 个 重 
复 板 时 ， 最 多 能 得 出 15 个 凸 图 形 。 


用 七 巧 板 可 以 摆 出 13 个 是 图形 ， 用 16 个 等 腰 直 角 三 角形 可 以 构成 额外 
B Te 
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我 们 得 出 结论 : 对 于 七 块 板 的 游戏 ， 为 了 能 生成 众多 上 是 图形 ， 有 太 
多 或 者 太 少 的 重复 板 都 不 行 。 


评比 的 多 重 条 件 


仅仅 把 能 组 成 的 凸 岁 形 数量 当 作 评判 拼图 游戏 优 劣 的 条 件 ， 确 实 太 
简单 、 粗 略 了 。 

于 是 ， 非 利 普 : 称 同 精心 选取 了 更 复杂 ， 却 更 精细 的 指标 Z =L+ 4 
-P-D+F+ C, 并 称 之 为 Z 得 分 。 其 中 , 工 代 表 游 戏 里 拼 板 不 同 长 
度 的 边 的 数目 〈 工 越 大 ， 洲 戏 越 多 变 、 越 好 玩 ) 4 代表 游戏 里 拼 板 不 同 
角度 的 数目 0 和 二 一 样 ,4 越 大 越 好 );P 代表 游戏 里 拼图 板 本 号 的 数目 ( 为 
了 使 游戏 精致 而 有 趣 ,，P 不 能 太 大 ， 所 以 P 前 面 是 减 号 ); D 代表 重复 
板 的 数目 whem, PTA D Biz). 代表 该 游戏 可 以 组 成 
凸 图 形 的 数目 (如 上 ， 我 们 希望 已 越 大 越 好 ); C 代表 是 否 能 拼 出 一 个 
正方 形 : 如 果 可 以 ，C 等 于 1， 否 则 C 等 于 0。 

当然 ， 分 值 系数 的 设计 也 可 以 有 所 不 同 ， 比 如 给 某 一 项 加 上 更 多 权 
重 , 比 如 将 2 的 公式 定义 中 的 下 换 成 2F:Z =Z+4-P-D+2F+Co。 

尽管 菲利普 ， 称 同 的 QZ 系数 并 不 完美 是 有 竺 商议 ， 但 仍 是 评判 游戏 
趣味 性 ， 或 者 开发 新 游戏 的 好 办 法 。 对 由 16 个 等 腰 百 角 三 角形 组 成 的 
游戏 ， 非 利 普 : 穆 同 计算 了 它们 的 2 得 分 。 之 前 提 到 的 各 种 经 嵌 拼 网 洲 
戏 在 结果 中 表现 突出 ， 排 名 都 不 错 。 七 巧 板 的 Z 得 分 是 12，Pythagoras 
是 10, Chie-no-ita 是 16, Heptex 和 Revathi 都 是 17。 更 有 意思 的 是 ， 
在 Z 得 分 的 评估 结果 中 ， 有 8 个 游戏 以 19 分 胜出 ， 但 到 目前 为 止 ， 我 
们 还 没有 发 现 相 关 拼 图 游戏 浮 出 水 面 。 菲利普 :各 同 决定 把 这 几 个 
拼图 游戏 叫 作 TAO， 意 为 “计算 机 辅助 七 巧 板 ”( Tangram Assisté par 
Ordinteur, uL "3E - 称 同 的 8 个 TAO 图 形 ” 
































— 
O 


进一步 思考 


假设 不 断 加 大 基础 三 角形 的 总 数量 ， 所 得 的 Z 值 束 会 越 来 越 大 。2Z 
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似乎 可 以 无 穷 增 大 ， 这 便 是 菲利普 称 同 提出 的 猜想 。 比 七 马 板 更 为 
复杂 的 趣味 游戏 也 应 运 而 生 ， 请 大 家 到 他 的 网 站 上 去 看 一 看 。 


Z 值 还 在 被 不 断 完善 ， 人 们 在 继续 探讨 拼图 游戏 在 生成 对 称 图 形 或 
是 其 他 方面 的 能 

上 述 研究 在 计算 游戏 生成 整齐 图 案 或 对 齐 图 案 的 数量 时 过 到 了 其 
颈 。 而 这 些 难以 计算 的 数字 对 评估 游戏 的 趣味 性 有 着 至 关 重 要 的 意义 。 
以 此 为 基础 对 各 类 拼图 游戏 进行 比较 ， 也 许 会 与 通过 凸 图 形 获 得 的 评比 
结果 不 谋 而 合 。 或 者 ， 我 们 还 会 发 现 能 再 次 令 小 学 生 和 几何 游戏 爱好 者 
们 沉迷 两 千年 之 久 的 “终极 七 巧 板 "。 











5. EAE 穆 同 的 8 个 TAO 图 形 

采用 比 可 行 凸 图 形 数 量 更 加 准确 的 指标 Z ( 参见 正文 ) ， 非 利 普 : PRI] 
找到 了 8 个 类 似 七 巧 板 的 拼图 游戏 ， 比 目前 为 止 发 明 的 任何 游戏 更 优越 。 黎 
同 把 它们 称 作 TAO (〈 计算 机 辅助 七 马 板 ) 。 它 们 的 2Z 值 等 于 19。 称 同 采 用 的 
指标 考虑 了 拼 板 的 个 数 ( 不 应 太 多 ) 、 拼 板 形 状 的 多 样 性 ( 越 多 越 好 ) ， 


以 及 能 够 生成 的 凸 图 形 数 量 。 


NESEN NA 











七 巧 板 5] 








三 维 空间 的 游戏 


无 论 是 设计 数学 雕塑 、 计 算 砖 块 的 码 放 
万 式 、 解 决 索 玛 方块 难题 、 悬 挂 画 框 或 是 寻 
找 魔方 的 最 优 解 法 ， 都 要 运用 三 维 空间 观察 
能 力 。 结 合 最 为 严密 的 逻辑 推理 ， 游 戏 会 市 
给 我 们 源源 不 断 的 乐趣 ! 


两 位 数学 雕塑 家 


Was RIA "TIED" —1ERUSATEBEZB. 7Rj3 ^ 哈 特 和 芭 丝 
WE: 亡 洛 斯 曼 就 是 使 用 此 类 设备 创作 雕塑 的 艺术 家 。 


空间 并 非 被 动 存 在 ， 而 是 以 它 的 特性 紧 紧 束缚 着 置 于 其 中 的 结构 。 
— — T && - i&g (1923—2002 ) 





AJ 


有 人 将 一 生 献 给 数学 ， 往 往 出 于 对 其 所 列 藏 美感 的 叹服 。 普 通 人 面 
对 公式 和 精妙 的 推理 无 动 于 表 ， 对 其 中 的 美 无 从 领会 ， 反而 觉得 这 样 的 
WRAT. 

然而 ,一 旦 数学 家 将 方程 式 和 证 明 翻 译 成 图 像 语 言 ,“ 数 学 之 美 ” 
就 会 立即 显现 在 众人 眼前 : 如 同 伊斯兰 铺 砌 乞 术 和 分 形 学 所 阐释 的 数学 
世界 的 美和 学， 即便 不 知晓 内 在 原理 ， 大 家 也 祁 被 深 深 吸引 。 当 数学 家 从 
研究 工作 中 推 衍 出 三 维 物 体 时 ， 就 会 产生 令 人 称奇 的 效果 。 于 是 ， 很 多 
艺术 家 都 曾 明 生 过 展现 数学 雕塑 的 想法 。 














JNR : 喻 特 和 芭 丝 谢 芭 : 观 洛 斯 受 的 雕塑 可 谓 非 同 凡 啊 。 这 两 位 闫 
乙 术 家 兼 数 学 家 ， 以 任何 传统 工匠 或 艺术 家 不 可 企及 的 精确 度 ， 将 目 
己 构 思 的 物体 具体 化 。 他 们 的 秘诀 之 一 是 运用 快速 成 型 和 小 批量 工业 品 
生产 技术 ， 也 束 是 制造 拥有 精确 几何 构造 的 汽车 和 飞机 模型 ， 或 生产 复 
杂 机 械 零 件 的 技术 。 尽 管 今 天 人 人 都 知 直 计算 机 程序 可 以 打印 图 像 ， 我 
们 却 第 津 忽略 计算 机 程序 还 可 以 雕塑 形状 无 需 使 用 木材 、 大 理 石 、 生 
土 或 是 石井 ， 经 过 程序 运算 目 动 雕塑 物体 ， 将 抽象 概念 直接 转化 成 三 维 


数学 形状 。 
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Sauf mention contraire, les illustrations sont de George 


乔治 ， 哈 特 的 集体 创作 。2008 年 3 月 ， 在 亚特兰大 举办 的 回 美 国 数学 家 马 











丁 ， 加 德 纳 致 意 的 聚会 上 ,乔治 哈 特 组 织 完成 了 几何 作品 “罗盘 指标 ”( Compass 
Points ) 的 拼装 。 铝 制 模 型 由 60 个 预先 用 激光 切割 的 部 件 (30 个 顶 凶 为 90 RE, 
另外 30 个 项 角 为 116.5 BE ) 和 510 个 螺钉 组 成 。 雕 塑 的 第 一 部 分 包括 30 个 部 件 ， 
成 品 形状 接近 星 形 小 十 二 面体 (多 面体 与 左边 红色 图 例 相 似 ，12 个 顶点 ， 即 5 
个 部 件 的 相 接 点 ， 由 红 点 表示 )。 另 外 30 个 部 件 每 3 个 在 20 个 新 顶点 ( 蓝 色 ) 
相 接 ， 在 空间 中 按照 形变 十 二 面体 ( 左边 蓝 色 图 例 ) 的 顶点 排列 。 每 一 个 新 加 
上 的 部 件 都 在 中 心 通过 螺丝 连接 在 一 个 第 一 级 部 件 上 ， 使 整体 变 得 很 坚固 。 整 
体 呈 现 一 个 星 形 十 二 面体 和 一 个 形变 十 二 面体 的 交织 。 伸 出 的 部 件 之 间 通 过 各 
自 中 心 部 分 相连 。 在 右 下 角 的 照片 中 ， 我 们 可 以 看 出 顶点 的 五 重 旋 转 对 称 性 。 








为 了 将 储存 在 计算 机 文件 里 的 数学 模型 转化 为 实物 ， 需 要 通过 数字 
化 切割 搁 术 预先 将 物体 形状 切 成 平行 的 薄片 。 这 些 计算 生成 的 薄片 继而 
投入 日 动 化 生产 ， 并 组 它 成 想 要 的 部 件 。 有 一 种 拉 术 叫 作 “选择 性 激光 
烧结 ”( SLS ): 用 激光 加 热 一 种 粉剂 却 不 致 其 熔化 ， 代 此 将 颗粒 结合 在 
一 起 ， 如 同 陶 融 制作 中 的 焙烧 过 程 。 然 后 ， 去 除 未 结合 的 颗粒 ， 逐 层 加 
热 ， 渐 渐 目 动 生成 电脑 计算 得 出 的 物体 。 

“立体 光 刻 ”与 选择 性 激光 烧结 原理 类 似 ， 也 是 一 种 激光 雕刻 法 。 
这 一 次 , 采用 能 在 光 或 热 作 用 下 聚合 的 液态 树脂 材料 。 与 上 述 工 艺 相 同 ， 
激光 和 逐 层 固化 数字 模型 设计 出 的 物体 。 固 化 结束 时 ， 从 槽 中 取出 模型 ， 
未 聚合 的 寓 合 物 被 洲 解 。 最 后 , 通 笛 需 要 焙烧 使 模型 便 化 。 根 据 不同 再 要 ， 
材质 可 以 有 多 种 变化 ， 例 如 在 树脂 中 加 入 金属 粉末 。 这 种 方法 不 但 可 以 
用 于 制作 成 品 ， 也 能 用 来 制作 模具 ， 继 而 大 批量 生产 一 模 一 样 的 物体 。 

三 维 打印 (也 称 3D 打印 ) 的 优势 是 可 以 实现 其 他 工艺 难以 实现 的 
2 然而 ,一旦 涉及 相同 物体 的 大 批量 复制 ， 三 维 打 印 就 显得 绥 
慢 而 昂 贯 ， 因 此 ， 用 它 来 制造 模具 更 加 合适 。 


























= 


受 司 皮 的 有 雕塑 家 


从 程序 计算 出 的 数字 模型 赔 变 为 可 
以 拿 在 手 里 把 玩 的 实物 ， 这 一 过 程 中 近 
乎 完美 的 精准 度 引 起 了 “数学 之 美 ” 爱 
好 者 们 的 兴趣 。 哈 特 和 葛 治 斯 曼 这 两 位 
数学 家 在 此 取得 了 最 引 人 注 目的 成 果 。 

哈 特 居住 在 美国 纽约 和 旁边 的 石 溪 ， 
是 纽约 州立 大 学 石 溪 分 校 计算 机 系 的 教 
授 。 他 在 几何 领域 的 研究 荣获 多 项 大 奖 ， 
其 数学 雕塑 作品 也 在 众多 知名 场所 展 
出 。 除 此 之 外 ， 他 在 世界 各 地 组 织 集体 
建造 自己 设计 的 巨型 多 面体 。 在 这 些 活 
动 中 , 他 亲自 提供 基础 材料 并 进行 讲解 。 乔治 . 哈 特 展示 通过 快速 成 
通过 指挥 十 人 、 二 十 人 或 者 三 十 人 一 起 “型 撤 术 得 到 的 谢 尔 宾 斯 基 四 面体 。 
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TE, "HUBRREJLARC NEZ VA ERI VASE — PEST RACE RESB ,— 令 人 叹 为 
观 止 (参见 “乔治 . 哈 特 的 集体 创作 ”)。 

哈 特 也 是 一 家 多 面体 雕塑 艺术 网 站 的 作者 ( http://www.georgehatrt. 
com/virtual-polyhedra/vp.html ), fth Ej sz 4| * ETIA x HJ CZome 几何 : 
动手 学 习 Zome 模型 ) ( Zome Geometry. Hands on Learning with Zome Models, 
Key Curriculum Press, 2001 ) 介绍 了 一 个 建造 多 面体 的 系统 Zome-system 
(参见 http://www.zometool.com/ )， 并 描述 了 该 游戏 的 应 用 方法 。 同 时 ， 这 
本 书 也 提出 一 门 几何 课程 , 如 采 能 用 于 实际 教学 ,一 定 会 让 学 生 迷 上 数学 。 

多 年 以 来 ， 哈 特 采用 快速 成 型 技术 创作 雕塑 ， 其 中 大 多 数 作品 无 法 
用 其 他 方法 实现 。 

“触摸 第 四 维 ” 图 a 展示 的 雕塑 是 四 维 空间 中 正 多 面体 在 三 维 空间 
里 的 投影 。 这 个 正 多 面体 叫 作 “ 超 十 二 面体 ”， 由 120 个 相同 的 十 二 面 
体 组 成 ， 其 中 每 一 个 都 有 12 个 五 边 形 的 面 。 这 些 十 二 面体 被 按照 完美 
的 数学 规则 连接 起 来 ， 即 彼此 之 间 扮 演 看 相同 的 角色 。 当 然 ， 一 旦 投影 
到 三 维 空间 里 ， 这 120 个 十 二 面体 就 不 再 相同 。 正 如 组 成 正四 面体 的 4 
个 等 边 三 角形 投射 在 二 维 透视 网 上 会 变形 一 样 ， 四 维 物体 的 对 称 性 也 无 
法 完美 再 现 。 不 过 ,所 得 物体 仍 保留 者 优雅 动人 的 美感 , 依然 引 人 有 瞩目 。 




















触摸 第 四 维 : 哈 特 通过 快速 成 型 得 到 的 雕塑 ( 左 图 ) 是 四 维 空间 物体 “起 
十 二 面体 ”在 三 维 空间 的 投影 ， 超 十 二 面体 在 四 维 空间 等 价 于 正 十 二 面体 。 超 
十 二 面体 有 120 个 “ 面 "*， 即 正 十 二 面体 (在 中 间 )， 其 中 之 一 用 红色 标 出 。 庙 
图 中 的 门 格 海 绢 ， 是 葛 洛 斯 曼 的 一 件 分 形 作 品 ， 同 样 采用 了 快速 成 型 技术 。 














注 1 Zome, 一 种 用 小 球 连接 棍子 构造 多 面体 及 各 种 几何 形状 的 模型 玩具 。 一 一 译 者 注 


如 果 用 选择 性 激光 烧结 机 大 来 制作 ， 所 知 的 计算 机 数据 文件 是 现成 
的 ， 你 也 可 以 买 到 选择 性 激光 烧结 法 制 成 的 金属 样本 (参见 http://www. 
bathsheba.com/math/120cell/ )。 这 件 砖 塑 在 美国 哥伦比亚 广播 公司 拍摄 的 
电视 剧 《 数字 追 凶 》(Numb3rs ) 中 出 现 过 多 次 (参见 法 文 网 站 : http:// 
www.numb3rs-singularity.fr/ )。 

哈 特 还 以 其 他 四 维 空间 形状 在 三 维 空间 的 投影 为 主题 创作 雕塑 ， 其 
中 就 有 “截断 的 超 十 二 面体 ”。 该 多 面体 由 120 个 十 二 面体 和 600 个 四 
面体 组 成 。 将 之 前 的 多 面体 在 四 维 空间 内 加 以 特殊 处 理 ， 例 如 ， 在 三 维 
空间 里 切 掉 立方 体 的 顶点 ， 得 到 8 个 等 边 三 角形 和 和 6 个 八 边 形 ， 即 可 
得 到 新 的 多 面体 。 

哈 特 还 采用 快速 成 型 技术 ( 选择 性 激光 烧结 或 立体 光 刻 )， 首 次 制 
W TEIR * 戈 尔 德 但 格 在 1937 年 描述 的 多 面体 。 这 是 一 个 表面 由 960 
个 六 边 形 和 12 个 五 边 形 组 成 的 类 球体 ( 参见 http://www.georgehart.com/ 
rp/rp.html, 987a B8 Hr )。 

哈 特 借助 快速 成 型 工具 编程 并 实现 了 两 个 美妙 的 分 形 雕 塑 ， 谢 尔 宾 
斯 基 四 面体 和 门 格 海 绢 。 

BGRRCK - 谢 尔 宾 斯 基 (1882 一 1969 ) 三 角形 可 能 是 大 家 在 数学 世 
界 及 现实 世界 最 常见 的 分 形 图 ( 参见 “乔治 哈 特 展示 谢 尔 宾 斯 基 四 面 
体 ”)， 它 出 现在 谢 尔 宾 斯 基 四 面体 的 一 个 面 上 。 这 种 三 角形 的 定义 极为 
简单 : 从 任意 一 个 实心 三 角形 开始 ( 硅 是 等 边 三 角形 , 结果 会 更 好 看 )， 
将 三 边 中 点 的 连 线 形成 的 中 心 三 角形 去 挥 。 在 得 到 的 3 个 三 角形 内 分 
别 重 复 上 述 操作 ， 又 得 到 9 个 三 角形 ， 之 后 再 次 重复 操作 ， 依 次 类 推 。 
该 形状 的 分 形 维度 是 In(3)/In(2) = 1.58496。 这 个 数字 介 于 1 和 2 之 间 ， 
意味 者 该 形状 介 于 一 条 曲线 和 一 个 曲面 之 间 。 









































触摸 分 形 图 


我 们 可 以 看 到 ， 只 要 将 帕斯卡 二 项 式 系 数 表 ( 由 斯 卡 三 角 ) 中 的 偶 
数 项 深 黑 ,可 数 项 涂 日 ,就 会 出 现 谢 尔 星 斯 基 三 角形 ,在 知名 益 乔 游 戏 “ 汉 
诺 培 ”的 可 能 形状 示意 图 中 也 能 找到 类 似 图 形 。 计 算 机 科学 家 无 比 热 衷 
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DUE, 就 是 因为 可 以 用 它 来 解释 递归 程序 。 此 外 ， 人 逻辑 “ 异 或 ”运算 
fF (XOR ) 算得 的 0 和 1 示意图、 细胞 自动 机 产生 的 图 像 、 某 些 贝 类 的 
彩色 图 案 及 其 他 众多 数学 场景 中 ， 我 们 也 能 找到 这 种 三 角形 。 但 这 些 场 
景 之 间 没 什么 直接 联系 (参见 http://www.cut-the-knot.org/triangle/Hanoi. 
shtml 和 http://en.wikipedia.org/wiki/Sierpinski triangle )。 


WRK EWES f8E AU AR x 一 样 无 处 不 在 ， 出 现在 很 多 相对 独立 
的 数学 问题 中 。 谢 尔 宾 斯 基 三 角形 的 三 维 厂 本 称 为 Tetrix， 同 样 源 于 重 
复 去 除 的 原理 。 这 一 次 ， 我 们 从 一 个 四 面体 出 发 ， 逐 步 地 重复 去 除 越 来 
越 小 的 中 心 四 面体 。 奇怪 的 是 , 它 的 分 形 维度 和 曲面 一 样 等 于 2。 原因 是 ， 
在 构造 图 形 的 每 一 步 中 ， 我 们 将 所 有 小 四 面体 都 并 排 排列 在 初始 四 面体 
的 一 个 面 上 。 


哈 特 实现 的 是 五 阶 版 本 ， 即 由 4x4x4x4x4 = 1024 个 小 四 面体 
组 成 。 我 们 需要 确定 小 四 面体 之 间 的 位 置 ， 确 保 它 们 相互 连接 : 理论 
上 ， 两 个 四 面体 最 多 只 有 一 个 公共 点 ， 这 会 让 雕塑 极 不 稳定 ! 另 一 件 三 
维 分 形 杰 作 一 一 卡尔 … 门 格 海绵 ( 参见 “触摸 第 四 维 ” 图 b) 也 有 类 似 
原理 定义 : 将 立方 体 分 割 成 27 个 相等 的 小 立方 体 ， 然 后 ， 去 掉 7 个 不 
包含 任何 原 立 方 体 棱 的 立方 体 C 即 中 心 立方 体 ， 以 及 有 一 面 位 于 原 立 方 
体 6 个 面 中 心 的 6 个 立方 体 )。 此 后 ,再 对 剩 下 的 立方 体 进行 同样 的 操作 ， 
得 到 400 个 更 小 的 立方 体 ， 随 后 是 8000 个 ， 依 次 类 推 。 门 格 海绵 的 维 
度 是 In(20)/In(3)=2.7268…， 介 于 二 维 平 面 和 三 维 立体 之 间 。 

这 一 分 形 物体 (参见 “触摸 第 四 维 ”) 提供 了 一 次 锻炼 敏锐 观察 和 
思考 能 力 的 机 会 。 问 题 来 了 : 如 果 我 们 用 一 个 经 过 原 立 方 体 中 心 及 相 邻 
两 条 校 各 自 中 点 的 平面 (这 三 个 不 在 同一 直线 上 的 点 可 以 确定 一 个 平面 ) 
将 门 格 海 绢 分 割 成 相等 的 两 部 分 ， 截 面 会 是 什么 形状 ?” 在 思考 这 个 视觉 
谈 题 的 答案 之 前 ， 你 可 以 先 用 一 个 简单 的 立方 体 研 究 一 下 ( 答案 参见 本 
节 末 尾 )。 

大 家 都 见 过 ， 雕 塑 家 用 一 整 块 材料 细心 雕刻 出 缠绕 在 一 起 的 多 个 木 
质 环 。 借 助 快 速成 型 技术 ,复杂 的 艺术 创作 得 以 更 进一步 发 展 。“ 七 个 
KERE” EI WZC, ， 符 不 借助 快速 成 型 技术 便 无 法 实现 : 7 个 
申 很 小 的 面 组 成 的 多 面体 相互 藤 套 ， 不 采用 任何 粘贴 和 焊接 ， 每 个 多 
面体 都 是 一 个 整体 。 






































BEKRIJA 


E REDL TRETEK IAR ERA 3TSVBUEUIAE'( biology 
in silico )。 这 种 在 实际 呈现 雕塑 之 前 以 抽象 手段 构思 有 雕塑 的 技法 ， 可 称 
作 “ 计 算 机 有 雕 朔 ( sculpture in silico )。 哈 特 认 为 ,这 种 技艺 充满 无 限 可 能 ， 
很 快 ， 人 人 都 能 使 用 :“ 今 天 ， 这 还 是 一 种 相对 昂 贯 的 技术 ， 主 要 用 于 
先进 产品 的 设计 或 大 学 人 研究 中 心 的 科 人 研 工 作 。 然 而 在 不 远 的 将 来 ， 也 许 
在 十 年 之 内 ， 它 的 成 本 将 会 降低 。 人 人 都 能 用 3D 打印 机 来 创造 有 趣 的 
物体 。 这 就 像 激 光 打 印 机 的 普及 过 程 一 样 。20 世纪 70 年 代 初 ， 第 一 批 
激光 打印 机 价值 数 千 美元 ， 而 现在 它们 已 志 布 所 有 学 校 和 办 公 场 所 。 

我 们 要 介绍 的 另 一 位 艺术 家 是 芭 丝 谢 芭 ' 得 洛 斯 曼 。 她 说 ， 目 己 虽 
然 比 常人 多 做 了 一 些 数 学 人 研究 ， 却 并 不 目 认 是 数学 家 。 对 她 来 说 ， 运 用 

















技术 一 一 尤其 是 快速 成 型 技术 ， 显 得 必 不 可 少 ， 其 他 方法 不 能 帮 她 将 构 
AVESSE, 





哈 特 用 快速 成 型 技术 制 做 的 七 个 能 套 球 体 。 每 个 “ 球 ” 都 是 一 个 整体 ， 可 
以 独立 旋转 。 这 件 雕 塑 的 灵感 来 目 如 今 依 然 活 路 在 某 些 亚洲 国家 的 传统 雕塑 技 
艺 (参见 右 图 ), 每 个 球 都 按照 一 个 不 同 的 苞 尔 德 伯 格 多 面体 制作 而 成 。1937 年 ， 
iH yu : 戈 尔 德 伯 格 围绕 12 个 五 边 形 构造 出 各 种 多 面体 。 其 中 之 一 现 用 于 表 
达 碳 60 (Co) 的 分 子 结构 ， 即 宣 勒 烯 。 从 最 里 到 最 外 ， 多 面体 的 面 数 分 别 是 
252、272、282、312、362、372、392、432、482 和 492。 加 工 结束 时 ， 每 个 多 
面体 上 的 12 个 五 边 形 在 各 个 多 面体 之 间 能 够 相互 对 齐 ， 可 以 从 中 看 到 10 个 球 
的 中 心 。 移 动 小 球 ， 试 春 将 它们 重新 对 齐 ， 这 也 算是 一 个 小 益 智 游戏 吧 。 
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极 小 曲面 。 芭 丝 谢 区: 万 洛斯 曼 有 两 件 

独特 的 雕塑 作品 尤其 值得 留意 一 一 Giroid 
和 Swchartz*"D。 创 作 灵 感 来 自 数学 极 小 曲 
面 。 外 轮 廊 一 旦 确定 ， 依 徘 这 一 轮廓 有 一 
个 面积 最 小 的 曲面 。 给 定 一 些 特殊 的 轮廓 ， 
就 能 得 到 漂亮 的 曲面 。 比 如 ， 当 我 们 将 其 
周期 性 地 无 限 延伸 ( 往 三 个 方向 上 )， 就 可 以 
将 整个 空间 分 成 拥有 同样 形状 的 两 个 互补 部 分 。 两 个 
相同 的 世界 彼此 交织 ， 却 又 相互 隔绝 ， 美妙 的 视觉 约 
象 耐 人 寻味 。 






























她 详细 撕 述 了 目 己 的 工作 方法 :“ 我 的 雕塑 创作 从 
审视 一 个 形状 开始 ， 有 时 是 非常 熟悉 的 形状 ， 比 如 立方 体 ， 有 时 则 是 不 
太 负 见 蓉 形 十 二 面体 或 其 他 形状 。 然 后 ， 我 用 纸 、 牙 签 等 工具 ， 或 者 单 
和 赁 想象 试 着 确定 设计 的 可 行 性 。 一 个 有 趣 的 形状 就 这 么 浮现 在 脑海 里 ， 
我 要 想法 实现 它 。 我 也 会 构想 出 自己 无 法 恰当 、 形 象 表 达 的 抽象 形状 。 
这 可 能 是 最 有 趣 的 过 程 ， 我 无 法 确定 构想 中 的 形状 到 底 会 呈现 何 种 整体 
NR, 通过 完成 雕塑 , 才能 看 到 作品 最 终 的 模样 。 一 旦 确定 了 精确 模型 ， 
我 会 采用 计算 机 辅助 设计 (CAO )， 例 如 Windows 操作 系统 下 的 3D Œ 
LE Rhinoceros。 只 要 有 需要 ， 我 也 会 选用 别 的 软件 。 有 时 候 ， 我 甚 
至 会 变 身 程序 员 ， 自 行 开发 计算 机 工具 来 完成 目标 。 编 程 不 是 我 的 工作 
核心 ， 但 我 却 很 高 兴 能 用 上 这 样 得 心 应 手 的 工具 。 





















































EE. 易 洛 斯 曼 的 作品 


锣 涪 斯 曼 利用 选择 性 激光 烧结 创作 的 雕塑 作品 主要 分 为 两 类 。 一 类 
源 于 纯粹 的 数学 模型 ， 如 类 似 喻 特 创作 的 四 维 多 面 体 投影 ， 或 源 于 高 级 
数学 理论 的 一 些 极 小 曲面 。 为 一 类 就 像 前 面 介绍 的 那样 ， 完 全 源 于 她 抽 
象 构 思 的 形状 。 尺 管 这 些 作品 常 肖 充满 对 称 性 ， 其 他 数学 家 却 从 未 想到 
过 , 堪 称 独创 之 作 。 没 有 六 党 斯 曼 的 努力 , 可 能 谁 也 不 会 见 到 类 似 作品 。 











驳 洛 斯 受 主 张 乞 术 是 属于 大 众 的 ， 如 同一 本 印刷 数 千 册 的 书 ， 人 人 
都 可 以 购买 。 她 乔 望 目 己 的 雕塑 尽 可 能 让 大 众 和 都 天 得 起 ， 而 不 是 卖 到 天 
文 数 字 的 限量 品 。 现 在 ,只 要 花 几 十 美元 ,人 人 都 能 在 网 上 天 到 她 的 作品 。 

多 年 来 ， 钢 党 斯 曼 一 边 徘 当 程 序 员 、 中 学 教师 或 记者 谋生 ， 一 边 不 
娩 追 求 目 己 的 雕塑 梦想 。 今 天 ， 她 终于 能 邢 借 目 己 的 艺术 作品 维 生 ， 这 
尤其 要 感谢 互联 网 。 鸡 洛斯 受 布 望 其 他 雕塑 家 以 她 为 例 ， 在 创作 雕塑 中 
的 每 一 步 借 助 先进 的 科学 技术 ， 同 广大 公众 传播 日 己 的 作品 。 

哈 特 和 饭 洛 斯 曼 采 用 快速 成 型 技术 实现 日 己 的 创意 。 这 些 激光 机 还 
帮助 设 洛 斯 曼 实现 了 一 种 完全 不 同 的 数学 雕塑 一 一 在 玻璃 内 部 进行 三 维 
作画 。 这 是 三 维 打印 的 为 一 种 形式 。 

















激光 的 另 一 个 用 途 


这 一 次 ， 人 们 和 希望 利用 激光 精确 加 热 透明 玻璃 体内 的 一 点 ,使 该 点 
变 得 不 透明 。 这 种 三 维 书写 方式 激发 了 新 的 雕塑 概念 ， 用 以 制造 各 种 画 
着 动物 、 建 筑 物 或 者 人 物 图 案 的 摆件 ， 甚 至 在 较 小 的 透明 体内 创作 三 维 
人 像 。 

当然 ， 玻 璃 内 激光 有 雕塑 是 展现 数学 艺术 的 好 方法 ， 葛 洛斯 曼 也 是 这 
样 想 的 。 她 的 作品 再 一 次 呈现 出 分 形 和 复杂 的 几何 物体 。 一 些 图 案 并 不 
连续 ， 故 而 无 法 用 快速 成 型 技术 实现 。 玻 璃 内 激光 书写 技术 实现 了 全 新 
的 雕塑 作品 ， 更 加 轻 租 ， 完 全 摆脱 了 平衡 性 与 坚固 性 难题 的 束缚 。 

玻璃 内 激光 书写 技术 还 帮助 万 洛斯 曼 创作 出 与 数学 无 关 的 雕塑 作 
品 ， 例 如 银河 、 胰 岛 素 和 蛋白、 血红蛋白 变 体 、 一 个 DNA 片段 、 碳 60 分 
子 、 骸 套 多 面体 开 普 勒 太阳 系 模 型 ， 等 等 。 

技术 揭 开 了 雕塑 的 全 新 面貌 ,帮助 艺 术 家 ， 尤 其 是 有 感 于 数学 神奇 
之 处 的 艺术 家 塑造 无 可 比拟 的 美妙 形体 ， 供 大 家 欣赏 把 玩 。 快 速成 型 和 
3D 玻璃 雕刻 机 有 望 很 快 普 及 ， 令 人 竹 首 以 盼 。 而 哈 特 和 葛 洛 斯 曼 这 样 
的 艺术 家 已 指出 一 条 光明 之 路 ， 抽 象 思 维 大 师 专 享 的 数学 之 美 终于 能 
人 寻常 百姓 家 。 
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TROT EJ 

1IEZL PS 5 2d Hi POMS P ZR Bett H PAAPAA, HR 
是 一 个 正六 边 形 。 对 门 格 海 绢 来 说 ,该 截面 则 是 一 个 分 形 六 边 形 CHI a), 
其 星 形 的 锯齿 来 日 铁 空 的 立方 体 CFI b). 


a 
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最 大 悬空 问题 


全 砖 块 、 多 米 诺 骨牌 或 者 糖 块 ， 找 出 形成 最 大 悬空 的 堆 
到 方法 。 人 们 才刚 刚 解决 这 一 微妙 的 平衡 谈 题 ， 而 答案 全 然 
出 平 意料 。 


RIEA IMEI, BZK RRA RRAN. hA 
能 大 的 悬空 部 分 是 个 不 小 的 挑战 。 好 在 ， 我 们 用 下 面 的 方法 可 以 让 悬空 
部 分 要 多 大 有 多 大 : 最 高 的 砖 块 相对 它 下 面 一 块 砖 的 摆 放 位 置 需 错 开 半 
块 砖 的 长 度 ,， 下面 那 块 砖 则 相对 再 下 面 一 块 砖 的 位 置 错 开 VA, TE PI 
那 块 砖 又 相对 更 下 面 的 砖 块 错开 /6， 依 次 类 推 。 如 果 共 有 nn 块 砖 ， 顶端 
与 底 端 砖 块 的 位 置 错 开 距 离 为 《参见 “平衡 的 砖 块 堆 登 ” ): 1/2 + 1/4 十 
1/6 + = + 2n) = 1/2(1 + 1/2 + 1/3 + -— 9 1/n), 
















1 

2 31 
3 227 

4 1674 

5 12367 

6 91380 

7 675214 

8 4989191 
9 36865412 
10 272400600 





平衡 的 砖 块 堆 垒 :上面 n 块 (质量 为 n) 和 第 n k (质量 为 1) 的 质心 与 
第 n+2 块 的 端点 垂直 。 对 于 单位 长 度 的 砖 块 ， 第 款 块 相对 于 其 下 第 n+l Be 
空 长 度 是 1/(2n)。 表 中 给 出 了 通过 对 数 堆 著 法 得 到 长 度 为 n 的 悬空 所 需要 的 态 
块 数 量 a(n)。 
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Jc9318 402x188 RENE - 德 柯 米 特 的 网 画 ) 给 定 
候 块 数目 的 情况 下 ， 该 示意 图 展示 了 比 对 数 礁 三 更 好 的 堆 和 三 
法 ， 能 得 到 更 大 的 悬空 。 



















我 们 称 1 + 1/2 + 1/3 +… 为 “调和 级 数 ”， 前 7 
项 的 和 约 等 于 ln(0)， 并 且 组 慢 而 确定 地 趋 于 无 穷 。 
取 足 够 多 块 砖 ,“ 对 数 扒 二 ”的 顶端 相对 底 端的 悬 
空 长 度 想 要 多 少 都 可 以 ， 比 如 砖 块 长 度 的 1000 fir. 
耕 用 4 块 砖 ， 巧 空 长 度 超过 1， 因 为 12+1/4+ 
1/6 + 1/8 = 1.041; Æ 31 块 砖 ， 就 超过 2。 要 
使 悬空 长 度 超过 3， 需要 227 But; 超过 10, 
需要 小 心 摆 放 272 400 600 块 砖 …… 斯 隆 数 列 
百科 全 书 中 的 数列 A014537 ( http://oeis.org/ 
A014537 ) 给 出 使 悬空 达到 对 所 需 的 砖 块 数 
量 a(00)。 人 简单 计算 可 以 得 出 ， 为 了 使 悬空 增 
加 一 块 砖 的 长 度 ， 大 约 需要 将 巷 块 的 数目 乘 
LJ e^ = 7.389.…。 


WHAKI, BK. BREI EE 
HEP RTI fg. MISFIT A MEA 
要 多 大 有 多 大 的 悬空 长 度 ， 这 似乎 不 合 常 
PH, 1964^E 11 月， 马丁 加 德 纳 在 《 科 
学 美国 人 》 亲 志 中 介绍 了 这 个 堆 春 ， 称 之 
为 “无 限 悬 空 悖 论 ”。 

当然 ， 我 们 要 假设 砖 块 不 会 形变 。 
否则 ， 砖 块 数量 n 超过 一 定 值 后 ， 砖 块 
ERKE, WERS. DRAF M 
也 不 见得 稳定 , — EL ARRERA. 

但 这 无 关 紧 要 ， 稍 微 移 动 每 一 块 砖 ， 
我 们 就 可 以 加 固 结构 ， 而 悬空 仅仅 损失 一 个 
微小 的 长 度 ， 不 妨碍 达到 最 终 的 期 望 长 度 。 


AARUN, REEI RR, W 
Ad ERE, IRAE À Bue apr 3 38 , 








相互 之 间 也 保持 平行 ， 而 且 每 一 层 只 有 一 块 砖 ， 那么 Sut 
Hf EUER ES IS BERE (1/1 + 1/2 1/3 * 1/4 1/5 * + + 1/ny2. 








进一步 优化 ! 


近来 ， 几 位 研究 者 又 提出 一 个 问题 : 如 果 在 每 一 层 放 多 块 砖 会 发 生 
什么 ”他 们 的 研究 不 仅 得 出 了 惊人 的 答案 ， 还 引出 了 新 的 问题 。 

首先， 优 于 对 数 扒 登 的 方法 确实 存在 。 科 分 早 在 1923 年 就 指出 这 
个 事实 ， 但 似乎 被 人 们 遗忘 了 。3 块 砖 的 例子 最 为 简单 。 将 3 块 砖 摆 放 
两 层 ， 构 成 倒 三 角 (参见 “最 大 悬空 ”图 c )， 得 到 的 悬空 长 度 为 1， 优 
F 1/2 + 1/4 + 1/6 = 11/12, 

经 过 反复 摸索 ， 很 容易 确定 3 块 砖 的 结果 无 法 进一步 优化 。4 块 砖 
的 情况 类 似 ， 采 用 三 层 而 非 四 层 堆 琶 (参见 “最 大 悬空 ”网 e 和 图 d )， 
可 以 超过 对 数 堆 礁 的 悬空 长 度 25/24, 

2005 年 ， 加 州 理 工学 院 的 约 瘟 和 霍 尔 信 助 计算 机 程序 确定 了 由 7 
块 砖 获 得 的 最 大 悬空 长 度 , 在 2 到 19 之 间 变 动 (参见 “最 大 悬空 ”图 c， 
以 及 图 e 至 图 r)。 7 超过 19 时， 和 霍 尔 也 提出 了 了 目 己 证 实 得 到 的 其 他 最 
优 悬 空 结 构 。 然 而 ， 他 在 无 意 中 走 入 错误 的 假设 ， 导 致 了 错误 的 结果 。 
我 们 稍 后 会 详细 说 明 。n 超过 19 后 ， 他 的 计算 结果 不 再 正确 ， 得 出 的 
悬空 小 于 实际 的 可 能 长 度 。 
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无 摩 探 平衡 


我 们 先 来 明确 堆 县 问题 
的 一 些 假设 和 物理 细 广 ， 之 后 
再 去 看 看 霍 尔 的 小 错误 ， 以 及 
2006 4 E dc Uo HE E RISE E IS 
惊人 发 现 。 

当然 ， 我 们 首先 要 假设 所 
有 砖 块 的 形状 和 质量 都 严格 相 
等 ， 且 每 一 块 砖 都 是 均匀 的 ， 
质量 中 心 〈 质心 ) 与 砖 块 中 心 
重合 。 我 们 只 考虑 所 有 砖 块 平 
行 于 地 面 ， 且 在 同一 个 垂直 平 
面 的 堆 著 情况 ( 这 样 就 转化 成 
二 维 问 题 ),。 堆 铸 由 连续 的 若 
干 层 构成 ， 每 层 包 含 一 个 或 多 
个 砖 块 。 

我 们 还 需 假设 两 个 车 置 的 
TERZ HARER, MEZ 
中 砖 块 的 所 有 受 力 都 在 垂直 方 
向 上 (向 下 或 者 向 上 )。 这 个 
假设 十 分 重要 ， 一 些 我 们 认为 
不 稳定 的 堆 基 ,在 足够 大 的 摩 
擦 力 下 还 会 保持 稳定 。 倒 三 角 
就 是 这 种 情况 ， 还 有 下 面 的 极 
端 情况 ( 见 第 66 页 图 a )。 

T EE ER BT [og s a 
小 心 处 理 ， 因 为 只 要 一 块 砖 受 
力 不 平衡 ( 例如 架空 ) 或 受 力 
使 其 旋转 (JERNE, ZIL 
“ 受 力 的 平衡 ”) 都 会 造成 倒塌 。 























€ 
3 eit — 3 块 砖 


11/12 ~ 0.916667 


d e 
AU 0s 
25/24 ~ 1.04167 











2.27713 


最 大 悬空 。 两 块 、 三 块 …… 直 到 二 十 
块 砖 ， 岁 中 摆 放 方式 可 以 给 出 最 大 巧 空 。 
在 每 一 层 摆 放大 干 块 臣 ， 可 以 形成 最 大 悬 
空 。 当 对 等 于 20 时 ， 扒 县 的 右 侧 边 绿 出 现 
折返 。 因 此 ， 给 出 最 大 悬空 的 堆 车 并 不 总 
是 单调 延伸 的 。 








因此 ， 与 之 前 提 到 的 [12] 三 角形 摆 法 相反 ， 六 块 砖 按 照 [1,2,3] 摆 放 成 
倒 三 角 就 不 稳定 ( 见 第 66 页 图 b )， 会 倒塌 。 

来 亲手 试 一 试 吧 ! 菱形 摆 法 [1,2,3,2,1] 很 稳定 ，[1,2,3,4,3,2,1] 也 一 
EEs IAR, ZÉ [1,2,3,4,5,4,3,2,1] 则 会 倒塌 ( 见 第 66 页 图 c )。 

我 们 依然 可 以 依 莪 形 构建 漂亮 的 悬空 : 先 构 成 一 个 萎 形 m， 即 [1， 
2, s, m-l, m, 11-1 …, 2, 1]， 然 后 在 最 顶端 放置 足够 多 重 耻 车 置 的 砖 块 
使 整体 平衡 。 平衡 萎 形 m 所 需 的 人 砖 块 数量 已 计算 出 来 : 2"-m-1,. 
Jb, 我们 可 以 恰好 用 27-1 Set MES JN, m/2 的 悬空 。 用 同样 数目 的 砖 块 
按照 对 数 扒 县 形成 的 悬空 要 更 短 ， 为 1/2(1+1/2+…+1/(2”-1))， 约 等 于 
0.34651。 这 种 在 委 形 上 竺 和 直 扒 和 登 巷 块 的 从 单 想法 ， 就 是 〈 在 指定 砖 块 
数量 时 DU ToS OE ym aeu 〈( 见 第 66 页 图 d )。 

一 般 情 况 下 ,判断 砖 块 堆 攻 是 否 平 衡 远 非 易 事 ( 参见 “ 受 力 的 平衡 ”)。 
针对 既定 的 构造 方式 ， 需要 求解 存在 大 量变 量 的 等 式 与 不 等 式 。 如 采 有 
n 块 砖 ， 可 以 有 多 达 4n 个 变量 和 6n 个 等 式 与 不 等 式 。 这 些 方程 式 的 原 
理 源 于 静 力 学 定律 。 在 求解 过 程 中 ， 必 须 借助 软件 工具 。 要 找到 nn 块 
传 的 最 优 堆 羞 方 式 ， 需 要 系统 地 尝试 大 量 构 造 方 法 。 时 至 今日 ， 我 们 也 
只 知道 n 最 多 到 40 的 最 优 堆 著 方 式 。 

霍 尔 的 错误 源 于 一 个 隐 含 的 假设 : 在 最 优 堆 阁 中 ， 随 着 堆 著 一 层 层 
HA, d £e m] BU TH ERE Beas C 即 右 侧 边缘 永远 不 会 出 现 折 
iR), 直到 19 块 砖 ， 这 个 假设 都 是 成 立 的 ,但 从 20 块 开 始 就 不 成 立 了 ( 参 
JL RREZ” [KA s) 堆 私 的 右 侧 边缘 并 非 单 调 加 外 延伸 ， 而 在 第 四 层 出 现 
折返 。 这 个 错误 在 2006 年 被 数学 家 迈克 .由 特 牺 和 尤 里 效 维 克 更 正 了 过 来 。 
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TExX REESE TB, RO PIEEREGUEBUOS SCERER, MAESTRAL E 
HF. UCBLRS UR SCEESEXRI ER S O6 TAREE CR MU ZUR 
折返 )， 每 层 只 有 一 个 文 撑 块 。 相 反 ， 在 非 单调 扒 琶 里 ， 同 一 层 可 以 有 
右 干 文 撑 块 〈 非 单调 堆 受 也 存在 每 一 层 只 有 一 个 文 撑 英 的 情况 )。 对 于 
20 块 砖 的 最 优 推倒 ， 第 2、3 层 每 层 有 两 个 黄色 文 撑 块 。 对 于 30 But 
WREE, 52., 3, 4 层 每 层 有 两 个 支撑 块 。 
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帕 特 森 和 效 维 克 的 抛物 线 堆 苹 并 不 十 分 复杂 ， 却 实现 了 与 a3 成 正比 的 基 
空 〈17 为 所 用 砖 块 数量 ) ， 优 于 经 典 对 数 堆 琶 给 出 与 jn(o) 成 正比 的 悬空 。 抛 物 
线 堆 芭 由 一 层 层 交 错 排列 且 越 来 越 冤 的 砖 块 构成 。 用 n 块 砖 ， 可 以 得 到 (TE 
块 长 度 计 量 ) 至 少 为 Gn/16)3-1/4 的 悬空 ， 即 大 约 0.57n13。 

ERMES: AAWA 康 维 问 起 驹 砖 块 问题 ， 他 指出 ， 如 果 用 真正 
的 三 维 砖 块 (长 为 1， 宽 为 L， 高 为 h ) 完成 给 定 的 堆 磊 ， 总 能 利用 砖 块 的 宽 
度 来 略微 增加 晤 空 。 咯 微 转动 每 一 块 砖 ， 可 以 增加 (1422)'2_1 的 晤 空 

能 否 把 砖 一 块 一 ml 在 每 放 上 一 块 砖 时 都 保证 现 有 构造 保持 
平衡 ? TARHI, AREFE 
的 ， 但 对 帕 特 森 和 兹 维 克 提 出 的 抛物 线 堆 赫 
则 不 然 。 不 过 ， 抛 物 线 堆 大 有 一 个 变 体 ， 可 
以 一 块 一 块 地 堆 起 来 。 图 中 编号 表示 砖 块 放 4 
置 的 顺序 。 这 个 堆 革 方式 稍 逊 色 于 左 图 的 构 
造 ， 但 也 可 以 给 出 渐 近 于 za2 的 悬空 

















20 块 砖 ; ES 2.32 30 块 砖 ; NES 


HEERE: 对 20 块 和 30 块 砖 ， 经 典 对 数 堆 垂 与 已 知 最 优 堆 芭 一 较 高 
下 ， 很 显然 ， 新 的 堆 县 方式 得 出 的 悬空 更 大 。 








"BEA NLR, HEGRSONON BEEE. — T0033 
FF JE ESL FE REEERE EEE, EKA FI, 
他 的 结论 从 20 WIRA la UR. LERZ P mE REER, 
SCREEN IH], fne) MESE POPE ERI ERU EDEL TE CH PH SIRE: 移动 茶 
些 平衡 块 并 不 会 使 堆 番 倒塌。 

此 外 ， 我 们 应 当 和 仔细 考虑 非 单 调 且 非 硝 椎 的 堆 芝 情 况 ， 这 对 人 研究 砖 
块 堆 巷 的 渐 近 趋势 至 关 重 要 。 三 项 运算 结 来 证 明了 非 消 椎 堆 共 具有 决定 
性 意义 。 前 两 个 是 由 特 条 和 效 


维 克 给 出 的 结论 。 最 后 一 个 是 EE. 
三 位 数学 家 尤 瓦 尔 . 佩 雷 斯 、 平衡 其 


米 可 : 特 鲁 普 和 彼得 : 温 克 勒 
共同 努力 的 成 果 。 下 面 就 是 显 
示 渐 近 趋势 的 运算 结果 , 当然 ， 
我 们 假设 堆 生 都 是 平衡 的 。 

a. n Eu HEUS ze n] 8815 SE SE In(n)+1 的 悬空 (公式 中 
In(n) 代表 n 的 目 然 对 数 ， 单 位 为 砖 块 长 度 ), DUK ZJAREOM IOS zs RA 
两 倍 。 

b. 帕 特 森 和 效 维 克 发 现 ， 存 在 ( 非 单 调 且 非 脊 椎 ) WARR, H 
Ex 5 n^? 成 正比 ( 约 0.57n””)。( 参 见 “ 比 对 数 堆肥 更 好 ”。) 

c. "4 n 趋 于 无 穷 时 ,可 以 得 到 的 最 大 悬空 与 na” REL H nI, 
无 法 得 到 超过 6n 的 悬空 

鉴于 函数 n” 的 递增 无 限 地 快 于 函数 In(n) ARE n 趋 于 无 穷 时 ， 
nln 趋 于 无 穷 )， 显 然 ， 从 上 述 结果 可 以 得 出 如 下 结论 。 

M n EFEZ, JETRHEMESORDUTOHHMEMERR (或 者 对 数 堆 受 ) 的 
悬空 长 度 增 量 可 以 要 多 大 有 多 大 : 对 于 nn 的 某 些 取 值 ，n dXutdETHHEME 
蔡 能 够 形成 的 悬空 是 n 块 砖 消 椎 堆 琶 最 大 蕊 空 的 1000 fi. 

浴 椎 堆 释 受到 很 大 限制 ， 比 对 数 堆 车 好 不 了 多 少 : 无 论 用 什么 样 的 
技巧 来 放置 平 衔 块 ， 所 得 悬空 也 不 会 超过 对 数 推 基 悬 空 的 两 倍 。 











主 块 











支撑 块 
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抛物 线 堆 革 


最 新 结果 (c) 的 证 明 过 程 要 占 十 多 页 纸 ， 它 似乎 指明 ， 人 们 已 经 通 
过 研究 抛物 线 堆 二 最 终 解决 了 最 大 悬空 问题。 的 确 ， 我 们 离 真 相 仅 差 一 
个 常数 : 在 n 块 砖 堆 又 的 情况 下 ， 我 们 虽然 不 能 得 出 优 于 6n^ 的 悬空 ， 
但 抛物 线 堆 和 至 的 系数 是 0.57， 仅 为 6 的 十 分 之 一 ， 这 便 留 出 了 很 大 的 改 
进 空间 。 

通过 试验 ( 用 计算 机 而 不 是 砖 块 ! )， 研 究 者 们 认为 已 经 找到 形成 
1.02n^ EZ HEZE (参见 “油灯 形 堆 县 ”), 顺 着 一 些 思路 或 许可 
以 证 实 当 nn 足够 大 时 ， 不 可 能 实现 3n” 的 悬空 。 细 化 渐 近 结果 ， 确 定 
常数 C ( 介 于 0.57 和 6 之 间 )， 继 而 提出 甚 空 为 Ca” 的 堆 又 方法， 并 证 
明 无 法 进一步 优化 。 看 起 来 ， 这 是 个 颇具 难度 的 挑战 。 

















油灯 形 堆 又 。 
帕 特 森 和 兹 维 克 继 
续 最 优 堆 蕉 的 试验 ， 
并 对 像 泥 瓦 工 全 墙 一 
样 的 堆 释 结构 进行 了 人 研 
F: 砖 块 相互 拼接 ， 上 一 
行 和 下 一 行 之 间 错 开 半 块 砖 
长 度 的 距离 。 他 们 将 这 种 形 
REA E E BRE PRICE SER 
H “WIER”. MERZ 
约 是 1.02n^, ke EI 4 P du gy ze WE 
BAKKI 0.57n” 多 出 不 少 。 这 里 介 
绍 的 仅仅 是 计算 机 的 试验 结果 。 研 究 
者 们 希望 找 出 能 定义 油灯 形 堆 苹 的 独特 
定律 。 如 果 他 们 成 功 了 ， 就 能 得 到 准确 的 
渐 近 结果 ， 或 许 还 可 以 证 明 它 。 图 中 显示 
的 只 是 文 撑 块 ， 平 衔 块 应 该 放置 在 和 区 头 指 回 
的 位 置 。 这 样 ， 我 们 大 约 用 1100 块 砖 就 可 以 得 
到 10 块 砖 长 度 的 悬空 。 





6. 受 力 的 平衡 

议 力学 定律 是 最 大 甚 空 堆 合 方式 的 计算 基础 。 我 们 按部就班 地 尝试 所 
有 合理 摆 放 方式 ， 得 出 对 应 一 种 平衡 堆 受 上 且 早 有 意义 的 悬空 ， 由 此 找 出 悬 
空 最 大 的 堆 县 方式 。 

为 了 测试 一 个 给 定 的 堆 全 方式， 我 们 假设 砖 块 之 间 没 有 摩擦 力 。 于 
是 ， 巷 块 的 所 有 受 力 都 在 垂直 方向 上 ， 即 向 下 或 者 向 上 。 我 们 所 要 考虑 的 
力 仅 剩 下 每 一 块 砖 的 重力 〈 施 加 在 每 一 块 苇 重心 的 一 个 回 下 的 单位 受 力 ) ， 
以 及 相互 接触 的 砖 块 之 间 的 作用 力 和 反作用 力 。 

问题 回 到 二 维 空间 ， 两 块 砖 接触 的 区 域 变 成 一 条 线段 。 将 砖 块 的 所 有 
受 力 转化 成 作用 在 接触 线段 端点 的 受 力 (A)。 在 每 个 器 点 ， 上 面 候 块 施加 的 
力 向 下 ， 并 与 下 面砖 块 施加 的 向 上 的 力 相等 。 为 保持 堆 全 的 整体 平衡 ， 一 
方面 ， 每 一 鼎 砖 同上 和 向 下 的 力 应 相互 抵消 ， 男 一 方面 ， 这 些 力 庆 生 的 力 
和 矩 也 应 相互 抵消 (B)。 

我 们 来 看 看 ， 为 何 [1,2,3] 的 芭 形 堆 僵 方式 不 稳定 (C)。 砖 块 5 在 N 点 受到 
来 日 砖 块 3 且 大 小 等 于 1 的 重力 ， 在 力 偶 的 作用 下 ， 砖 块 在 L 点 也 受到 大 小 
为 1 的 力 。 这 就 像 以 砖 块 $ 为 横 架 形成 了 一 个 天 平 。 巷 块 4 也 是 一 样 。 那 么 传 
块 2 就 在 L 点 受到 了 向 上 等 于 2 的 力 ， 而 在 L 扣 同 下 的 力 仅 仪 等 于 它 上 自身 的 重 
力 。 此 时 ， 整 体系 统 是 不 稳定 的 ， 但 硅 在 砖 块 2 上 再 添加 一 块 砖 ， 系统 就 稳 
定 了 。 这 就 是 让 获 形 保持 稳定 的 堆 熏 办 法 。 

将 力 下 的 坐标 记 做 * ， 这 样 就 可 以 对 每 一 块 砖 写 出 未 知 数 为 受 力 严 模 量 
的 方程 式 。 从 整体 考量 给 定 的 堆 琶 方法 ， 耕 得 出 的 等 式 和 不 等 式 系 统 存 在 
(至 少 ) 一 个 解 ， 束 说 明 堆 和 是 平衡 的 。 

找到 给 定 砖 块 数目 的 最 大 悬空 十 分 困难 。 我 们 要 借助 计算 机 求解 。 对 
每 个 n 块 砖 的 堆 昔 ， 
需要 确定 候 块 位 置 
Xx, x,， 令 堆 合 保持 
平衡 的 同时 ， 确 保 
与 之 相应 的 悬空 为 
最 大 。 处 理 这 类 问 
BUE — 263 [] R8. 
法 ， 虽 然 我 们 只 能 
以 近似 的 方法 计算 
结 采 ， 但 可 以 保证 ”可 任意 确定 坐标 原点 
不 会 错过 最 优 H3 HE Eu EE 


1 2 3 
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有 趣 的 是 ， 上 述 运算 结 采 实现 了 一 个 建筑 梦想 : H n Wut — Rr 
桥 ， 跨 越 宽度 正比 于 n” 的 河流。 我 们 只 需 将 砖 块 一 一 摆好 ， 除 重力 外 
无 需 其 他 条 结 力 。 由 特 森 甚至 还 说 ， 无 论 过 桥 的 动物 或 和 车 辆 有 多 重 ， 都 
能 找到 相应 的 解决 办 法 。 

谁 曾 想到 ， 垒 契 块 或 者 垒 糖 块 会 给 物理 学 家 和 数学 家 出 了 这 么 多 难 
i? 这 一 次 ， 计 算 机 试验 法 又 扮演 了 不 可 或 缺 的 角色 。 











RE 海 恩 的 27 个 小 方块 


从 四 内 起 ， 孩 子 们 就 可 以 用 这 个 拼 沪 游戏 来 钻 炼 思维 的 
灵活 性 和 想象 力 , 其 中 强 藏 的 复杂 迹 题 引起 了 数学 家 们 的 兴趣 。 


我 们 回头 来 看 一 个 历史 悠久 的 益 乔 游戏 一 一 索 玛 方块 (SOMA )。 
只 需 将 27 个 角子 或 者 方 岂 粘 起 来 ， 人 人 虱 能 很 快 做 出 游戏 的 七 块 部 件 ， 
然后 ， 或 独 目 一 人 ,或 与 好 友 一 起 ,或 借助 电脑 ， 探 过 丹 朗 人 皮 亚 特 … 
海 恩 创造 的 海量 几何 拼 组 游戏 。1958 E, HT - 加 德 纳 讲述 了 游戏 诞 
生 的 来 龙 去 脉 ， 但 事实 似乎 并 非 那 样 简单 。 本 章 中 ， 我 们 将 从 族 戏 里 控 
据 出 千 余 种 趣 题 ， 给 计算 机 编程 爱好 者 出 了 几 道 复杂 的 难题 ， 发 起 颇具 
难度 的 推理 挑战 ， 最 后 ， 引 出 一 个 美丽 的 折纸 游戏 。 

















七 块 部 件 和 一 个 立方 体 


我 们 试 着 把 最 多 4 个 方块 面对面 放 在 一 起 ， 但 必须 遵守 一 条 规定 : 
不 得 拼 成 一 个 简单 的 平行 六 面体 , 或 者 说 , 不 能 构成 一 个 凸 立体 图 形 (在 
立体 图 形 中 ， 若 连接 两 个 点 的 线段 全 部 包含 在 该 图 形 内 部 ， 则 称 之 为 四 
立体 图 形 )。 很 快 ,我 们 就 会 发 现 不 多 不 少 , 正好 有 七 种 可 能 的 不 同 造型 。 

a 没有 任何 一 个 造型 仅 由 两 个 方块 构成 ， 因 为 2 个 方块 面对面 相 

接 必然 形成 一 个 平行 六 面体 。 

OQ 只 有 一 个 造型 由 3 个 方块 构成 : V 形 。 

a 夯 外 6 个 造型 都 由 4 个 方块 构成 。 
传统 上 ，7 个 索 玛 部 件 都 有 编号 和 一 个 
MEAE 与 之 对 应 的 字母 。 我 们 也 可 以 给 它们 涂 上 
不 同 的 颜色 ， 以 便 在 表示 拼装 方式 时 帮 我 
(0: :? 15 8$ i qe. 
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我 们 要 认真 一 点 ， 因 为 菏 些 图 形 看 起 来 需要 多 于 27 个 的 方块 。 这 意味 着 ,它们 
内 部 包含 一 个 或 多 个 空洞 (从 外 面 不 可 见 )。 既然 要 猜 出 空洞 的 位 置 ， 游 戏 肯定 
变 得 更 加 困难 。 在 布 恩 德 加 特 的 网 站 上 可 以 找到 其 他 檬 型 。 这 些 图 像 是 由 里 
尔 基 础 计算 机 科学 实验 室 的 弗 明 塞 斯 科 “' 德 柯 米 特 画 出 的 。 
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期 是 1934 4E 11 月 29 日 。 人 们 还 发 现 ， 这 个 专利 
MARII. 海 恩 于 1933 年 12 月 2 日 在 丹 
麦 申请 的 专利 。 于 是 ， 将 索 玛 方 块 的 发 明锐 
XE TE TRE AR ER A E, 
这 个 故事 的 准确 性 
就 没 那么 可 靠 了 。 
皮 亚 特 ' 海 恩 认为 
目 己 的 发 明 是 一 次 
惊人 的 偶然 ， 并 说 : 
“小 方块 的 7 个 最 简单 的 不 规则 组 合 能 够 重新 拼 成 一 个 立方 体 ， 这 是 展 
现 大 目 然 幽默 感 的 最 好 例证 。 多 个 单元 能 够 产生 一 个 新 的 单元 ! 这 可 能 
是 最 小 的 哲学 载体 ， 十 分 引 人 注 目 。 

加 德 纳 在 其 文章 中 指出 ， 将 7 个 部 件 拼 成 立方 体 存 在 超过 230 种 不 
同 摆 法 ,而且 解 法 的 确切 数目 尚 不 知晓 。 今 天 ,这 个 问题 出 现 两 种 解法 。 
25g - 康 维和 理 查 德 . 盖 伊 提出 了 一 个 巧妙 而 细致 的 几何 推理 ， 得 出 
解法 的 数目 正好 是 240 个 。 一 张 叫 作 SOMAP 的 示意 图 ， 和 需要 两 大 张 纸 
才能 夯 得 完 。 该 图 显示 ， 可 以 通过 交换 两 个 或 三 个 部 件 将 239 种 解法 联 
系 起 来 。 第 240 种 解法 是 单独 且 孤 立 的 。 如 今 ， 除 了 费心 又 费力 的 “ 手 
动 ” 计 数 方 法 ,采用 计算 机 程序 也 能 证 实 总 共存 在 240 种 解法 。 

240 种 解法 的 确 各 不 相同 。 经 第 有 编程 者 因 和 忽略 了 7 个 部 件 单独 或 
整体 都 可 能 具有 旋转 性 及 对 称 性 ， 因 而 声称 得 到 远 超 过 240 个 的 计数 
结果 ， 甚 至 一 直 算 到 了 1 105 920 个 。 这 一 结果 还 常 出 现在 索 玛 方块 的 
说 明 书 或 者 介绍 游戏 的 文章 中 。 






















从 240 到 1 105 920 


我 们 来 详细 看 看 如 何 从 240 种 解法 一 跃 成 为 1 105 920 种 。 通 过 旋 
转 ， 每 一 种 解法 可 衍生 出 24 种 解法 : 大 立方 体 的 每 一 面 都 可 以 表 地 
面 摆 放 ， 放 在 地 面 上 之 后 ， 整 体 转动 又 有 四 种 状态 。 这 个 数字 还 要 翻 
倍 ， 因 为 每 种 解法 都 对 应 着 另 一 个 镜像 反射 的 解法 。 某 些 部 件 对 称 不 
AR (1、3、4) 或 者 旋转 180 度 不 变 (5 和 6 )， 还 有 一 个 部 件 甚至 旋转 
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|... . 1l20 度 和 240 度 不 变 (7)。 粗 心 大 








eg 意 的 编程 员 不 是 把 每 种 解法 仪 算 一 

number of combinations | »- * "n » " 
The seven SOMA pieces can be mad | Ds 甚至 不 是 48 K, 而 是 4608 IK 
into the cube in exactly 1,105,920 ] m 5 EL 
different ways counting as different all | ( 4608 = 24x2x2 x3 ); TERA 
solutions which are reflection of each - 3 
other or that can arise from each other f 240 x 4608 — 1 105 920 种 解法 。 
by rotations of the whole cube or of " . M 
single pieces. 洲 戏 的 乐趣 不 绸 仅 限 于 将 洲 
This figure is based on the result of an : : 
analysis by Dr. John Conway and Dr. M. 戏 拼 回 到 念 子 里 ! 索 玛 方块 的 7 个 
Ji Guy, Saboth ao Caius. neollege, 
Cambridge, England, carried out by 部 件 构 成 了 一 种 三 维 七 巧 板 ， 到 以 
means of an electronic computer. 


20 DHIIVIRBSNEXS, XUECEORITTRAR 
mJ 能 认 出 飞机 、 人 物 eR EAS. 

丹麦 专利 中 提 到 了 7 个 雕塑 。 佩 德 条 找到 的 最 早出 售 的 族 戏 给 出 
了 8 个 雕塑 。 加 德 纳 的 文章 中 给 出 了 26 种 造型 ， 其 中 两 个 还 行 不 通 。 
海 恩 编 写 的 游戏 说 明 书 给 出 了 36 种 之 多 ,成 为 了 “经 典 大 作 ”。 然 而 ， 
组 合 变 化 的 数 日 远 远 大 于 这 些 数 字 。 今 天 ， 托 莱 夫 … 布 恩 德 加 特 就 收 
集 了 6400 种 ， 我 们 可 以 在 他 壮观 的 索 玛 方块 网 站 上 看 到 : www.fam- 
bundgaard.dK/SOMA/SOMA.HTM, 


"50 个 图 形 ” 中 的 各 种 造形 ， 你 不 妨 素 手 试 试 。 摆 型 这 些 方块 很 有 
意思 ， 玩 起 来 就 放 不 下 。 一 个 解法 只 要 确实 存在 ， 通 常用 不 了 十 分 钟 就 
PELER. AIEE, ， 玩 家 渐渐 能 在 一 开始 就 发 现 某 些 构造 方法 根 
本 无 法 完成 ， 同 时， 自己 琢磨 出 愈 发 巧妙 的 几何 推理 ， 更 快 地 找到 解法 ， 
如 同 玩 数 独 游戏 一 般 。 

这 一 风靡 当今 世界 的 游戏 也 曾 在 很 多 教学 和 科研 领域 大 显 刁 手 。 最 
近 ， 威 斯 康 星 大 学 的 约翰 马 软 尔 ' 利夫 和 罗 彻 斯 特大 学 的 格 兰 .尼克 斯 
研究 了 人 们 在 解决 索 玛 方块 问题 时 的 面部 表情 ， 评 测 受 测 者 对 游戏 所 表 
现 出 的 兴趣 , 并 在 他 们 不 知情 的 情况 下 ,观察 其 独自 面 对 游戏 时 的 表现 ， 
以 衡量 他 们 的 真实 感受 。 

伊 格 尔 … 维尔 纳 则 利用 机 需 人 操纵 之 玛 方块 进行 试验 ， 由 学 生 们 
回 机 需 人 下 达 控 制 指 令 。 受 测 者 们 被 要 求 控 制 机 希 人 的 机 械 手 臂 来 解 
决 索 玛 方块 问题 ， 借 此 提高 他 们 的 空间 感知 能 力 。 该 试验 于 2004 年 
在 位 于 以 色 列 海 法 的 以 色 列 理工 学 院 展 开 。 
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3. 不 可 能 图 形 


索 玛 方块 的 7 个 部 件 可 以 拼 出 很 多 图 形 ， 但 也 不 是 万 能 的 。 比 如 ， 由 于 
块 5、6、7 不 是 平 的 ， 由 27 个 方块 组 成 的 所 有 雕塑 中 ， 绝 不 可 能 存在 27、26 
或 25 个 方块 在 同一 平面 的 情况 。 

以 下 四 个 不 可 能 对 塑 ， 不 那么 容易 想得到 。 对 前 两 种 摆 放 方法 ， 我们 
会 给 出 一 个 简单 的 推理 。 后 两 种 摆 法 尚 没 有 已 知 的 简单 方法 证 明 其 不 可 能 
性 。 如 果 你 知道 ， 请 告诉 我 。 

(a) W 形 状 的 墙 
我 们 想 用 索 玛 方块 的 7 个 部 件 摆 出 W 形 状 的 墙 。 而 

事实 上 ， 这 是 不 可 能 的 。 美 国 科 罗拉 多 州 髓 佛 的 理 查 
$& - 内 勒 给 出 了 最 简单 的 证 明 。 

W 形 墙 共有 10 个 角 ( 图 中 绿色 部 分 ) 。 部 件 2 和 3 各 自 
最 多 摆 出 2 个 角 ， 而 其 余部 件 各 自 最 多 摆 出 一 个 角 〈 仔细 观察 几 秒 钟 就 能 
明白 ) 。 且 不 考虑 所 有 部 件 摆 成 墙 形 时 相互 之 间 的 制约 关系 ， 我 们 很 容易 
看 出 ， 所 有 部 件 最 多 只 能 形成 10 个 角 中 的 9 个 。 因 此 ， 该 图 形 不 可 能 实现 。 

(b) Mr 

理 查 德 ， 萨 利文 详细 地 证 明了 桥 形 的 不 可 能 性 。 

将 左右 两 个 3 x 4 个 方块 拼 成 的 长 方形 称 为 桥 的 侧面 ( 
| 
uS. 6. 7TJulESO AR RA TEBEE— T M IEH S, Ti, 377 
AWfErB 28b BAT Jr Bub Re B. E 
Pau epeRIAERIE3TS, BLA. 4 BUES—TI IR R— 
部 位 置 。 又 因为 部 件 5、6、7 的 最 大 长 度 是 2， 故 各 上 自 只 能 与 一 个 
侧面 相连 。 结 果 ， 两 个 部 件 都 有 一 个 方块 占据 一 个 顶部 位 置 ， 其 余 3 个 方块 
位 于 同一 侧面 。 最 终 ， 这 一 侧面 只 剩 下 6 个 空缺 位 置 (12 减 6 等 于 6 ) ， 无 法 
容 下 其 余 的 平面 部 件 ， 因 为 其 余 平 面部 件 的 大 小 分 别 是 3、4、4、4 (单独 一 
个 部 件 无 法 填 满 6 个 空缺 ， 而 两 个 部 件 则 需要 至 少 7 个 空缺 ) 。 

(c) 摩天 大 楼 

摩天 大 楼 图 形 是 马丁 . 加 德 纳 在 文章 中 布下 的 陷阱 。 罗 
伯 特 ' 施 塔 次 给 出 了 不 可 能 性 证 明 ， 却 没有 前 两 个 证 明 简 
单 明 了 。 请 参见 http://www.fam-bundgaard.dk/SOMA/NEWS/ 
N990128.HTM。 有 没有 读者 能 找到 简单 的 证 明 ? 

(d) ARR 

jut dé—-- 8 nr BEBEZS, (DSP-Z605 FH 
简单 的 推理 证 明 。 我 们 再 一 次 把 悬念 留 给 读者 ! 如 
果 你 也 束手无策 ， 这 里 有 一 个 很 长 的 解法 : http://www. 
fam-bundgaard.dkSOMA/NEWSN001127.HIM。 
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徒手 一 捕 还 是 信 助 程序 ?3 


日 其 诞生 以 来 ， 计 算 机 科学 经 历 了 前 所 未 见 的 发 展 。 据 估计， 其 计 
算 速 度 和 存储 容量 提高 了 傅 百 万 信 。 加 德 纳 于 1958 年 发 表 那 篇 天 于 索 
玛 方块 的 文章 后 的 几 十 年 中 ， 计 算 机 科学 的 发 展 速度 尤为 怀 人 。 之 前 计 
算 机 很 难 解决 的 组 合 问题 ， 如 今 都 变 得 十 分 简单 。 例 如 ， 所 有 能 想得到 
的 索 玛 方块 图 形 都 能 被 普通 程序 瞬间 解决 。 当 双重 索 玛 、 三 重 索 玛 等 众 
多 索 玛 方块 游戏 混合 在 一 起 时 ， 我 们 就 要 面 对 多 和 草 游 戏 的 构造 谜 懒 ， 组 
合 数量 也 变 得 十 分 庞大 。 不 过 ， 对 一 个 性 能 优良 的 程序 来 说 ， 破 解 三 种 
索 玛 诉 戏 混合 的 构造 亦 题 ， 仍 然 不 在 话 下 。 你 可 以 目 己 设计 程序 ， 或 使 
用 网 络 上 的 现 有 程序 ( 比如 ， 从 布 恩德 加 特 的 网 站 开始 )。 


如 今 ， 索 玛 方 块 不 依赖 电脑 也 能 让 人 们 体会 游戏 中 的 几何 乐趣 、 解 
谜 乐 趣 ， 以 及 人 与 人 之 间 的 欧 技 乐趣 。 但 是 ， 我 们 仍 震 编 写 计 算 机 程序 
才能 解决 索 玛 游戏 昔 含 的 复杂 难题 《计数 、 茶 些 雕 塑 的 不 可 能 性 等 等 )。 
我 在 这 里 介绍 几 个 谜 题 ， 其 中 一 些 至 今 悬 而 未 决 。 
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索 玛 方块 有 一 个 基础 变 体 , 叫 作 Rhoma。 其 制造 商 (如今 已 经 消失 ) 
仅 将 其 中 的 方块 换 成 了 不 含 直 角 的 平行 六 面体 ， 换 句 话 说， 就 是 变 成 了 
倾斜 的 方块 。 制 造 商 从 240 种 摆 法 中 选 出 一 种 ， 将 7 个 部 件 在 各 自 位 置 
上 逐一 进行 了 形变 。 

借 此 ， 制 造 商 为 自己 的 益 智 游戏 设计 出 独 有 的 部 件 。7 个 新 部 件 基 
于 一 种 拼 法 而 生 ， 结果 ， 也 只 能 按照 一 种 方法 拼 起 来 ( 即 进行 形变 时 的 
PRE )， 另 外 239 种 摆 法 都 失效 了 。 每 一 个 小 方块 都 出 现 了 和 斜 角 ， 形 变 
产生 了 额外 的 约束 。 无 论 从 240 种 解法 中 选取 哪 一 种 ， 从 立方 体形 变 到 
平行 六 面体 后 得 出 的 新 益 智 游戏 是 否 只 存在 一 种 解法 ? 或 者 ， 某 些 解法 
能 否 并 存 ? 一 个 性 能 优良 的 程序 花费 几 秒 钟 就 能 处 理 这 个 问题 , 要 知道 ， 
根据 某 一 个 解法 在 形变 前 的 不 同 初始 位 置 ， 我 们 最 终 得 到 的 斜 角 方块 也 
不 尽 相 同 。 因 此 ， 需 要 研究 的 情况 不 止 240 种 。 

与 其 将 摆好 的 方块 逐一 变形 ， 不 如 给 它们 涂 上 颜色 。 最 简单 的 方法 
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是 像 棋盘 那样 涂 色 :立方体 8 个 顶点 方块 和 六 个 面 的 中 心 方块 图 成 黑色 ， 
ER 13 个 方块 涂 成 白色 。 涂 色 又 引发 一 个 问题 ， 每 一 种 解法 都 产生 一 
种 涂 色 方法 ， 于 是 ，240 种 解法 就 对 应 240 种 索 玛 方块 7 个 部 件 的 涂 色 
方法 。 那 么 ， 这 些 涂 色 方 法 中 有 几 种 确实 各 不 相同 ” 每 种 涂 法 又 各 出 现 
JLK? 对 每 一 种 可 能 的 雕塑 ， 也 存在 相同 的 问题 。 布 恩德 加 特 的 网 站 上 
给 出 了 部 分 解法 。 

另外， 尼克 ， 迪 金 斯 也 提出 一 个 挑战 。 给 立方 体外 表面 涂 色 〈 比如 
RE ), 再 拆 开 立方 体 。 可 否 重 新 拼 成 立方 体 ,使 所 有 涂 黑 面 都 藏 在 内 部 ， 
看 不 到 任何 黑色 ?” 如 果 仅 涂 黑 两 个 相对 面 之 外 的 四 个 面 ， 或 者 仅 涂 黑 两 
个 相对 面 ， 也 会 出 现 相同 问题 。 我 们 已 知 完全 涂 黑 的 解法 ， 却 没有 部 分 
涂 色 的 解法 。 




















推理 与 折纸 


1958 年 ， 加 德 纳 在 文章 中 指出 ， 一 些 
由 27 个 方块 组 成 的 雕塑 无 法 用 索 玛 方 块 的 
7 个 部 件 来 实现 。 他 给 出 了 例子 ， 并 证 明 
了 其 不 可 能 性 。 另 外 ， 在 向 读者 提供 的 25 
个 模型 中 ， 他 还 故意 藏 了 一 个 不 可 能 图 形 。 

面 对 不 可 能 图 形 ， 性 能 优越 的 程序 能 
立刻 得 出 “不 可 能 ”的 判断 。 然 而 ， 计 算 
机 的 蛮 力 并 非 不 可 替代 ， 甚 至 从 来 都 不 是 。 
大 脑 推理 能 带 来 更 大 的 满足 感 。 这 些 证 明 题 对 学 生 们 来 讲 是 很 好 的 练习 , 
能 让 他 们 体会 到 ， 不 停 寻 找 根本 不 存在 的 答案 或 许 令 人 气 乙 ， 但 完美 的 
逻辑 论证 却 总 能 振奋 人 心 。 

对 “不 可 能 性 ”的 推理 还 能 帮助 人 们 形象 地 理解 “否定 结论 ”的 含 
义 。 在 数学 世界 里 ， 例 子 数不胜数 : 2 的 平方 根 是 无 理 数 ， 用 方 根 表 达 
式 无 法 求解 所 有 五 次 多 项 式 方程 ; 无 法 证 明 关 于 平行 线 的 “ 欧 几 里 得 第 
五 公设 ”; 无 法 找到 能 决定 所 有 计算 机 程序 是 否 终止 的 算法 ; 哥 德 尔 定理 ， 
erp 
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如 果 你 已 经 对 索 玛 
方块 失去 兴趣 ， 可 以 看 
看 下 面 这 个 折纸 问题 。 
单位 宽度 的 纸 条 至 少 要 
有 多 长 才 可 以 折 成 索 玛 
方块 中 一 个 部 件 的 样 
T? RATURA 
开始 处 的 缝 辽 里 ， 但 是 
折 成 部 件 的 任何 一 条 校 
都 不 能 松 开 ( 保证 良好 








的 牢固 性 )。 这 组 沙发 就 是 七 块 索 玛 部 件 的 完美 组 合 。 











塞 巴 斯 带 安 . 英 里斯: 基 尔 什 用 一 条 长 度 为 42 的 带子 折 成 了 部 件 1, 
用 55 长 的 带子 折 成 了 部 件 2， 部 件 3 用 了 了 58， 部 件 4 用 了 53， 部 件 5 
HT 54, 部件 6 用 了 了 54， 部件 7 用 了 了 60。 上述 长 度 都 没有 被 证 实 是 最 
短 长 度 ， 其 实 ， 最 短 长 度 尚 不 知晓 。 显 然 ， 这 又 是 一 个 环 手 的 谜 题 ， 而 
日 很 难 通过 推理 破解 ， 如 果 想 编写 一 个 程序 来 解决 ， 无 疑难 上 加 难 ! 

行家 里 手 用 精彩 影片 再 现 了 基 尔 什 的 解法 ， 请 参看 网 站 : http:/ 
www.origaminut.como 

当然 ， 自 加 德 纳 撰写 文章 以 来 ， 擅 长 探索 复杂 性 的 专家 们 不 懈 努 
力 ， 研 究 如何 通 过 拼接 小 方块 来 构造 形状 的 问题 ， 索 玛 方块 就 是 此 类 问 
题 的 基本 范例 。 经 过 论证 ， 这 是 一 个 NP 完全 问题 : 随 着 问题 中 小 方 
块 数目 NN 的 不 断 增加 ， 已 知 的 一 般 性 算法 一 一 大 概 也 是 仪 有 的 可 能 
法 一 一 需要 ( 相对 于 的 增加 ) 以 指数 形式 快速 增长 的 计算 时 间 。 这 意 
味 着 ， 即 便 使 用 现 有 功能 最 强大 的 计算 机 ， 运 算 也 会 很 快 遇 到 无 法 处 理 
的 瓶颈 。 

出 色 的 益 智 游戏 永远 不 会 消亡 ， 索 玛 方块 也 将 不 朽 。 























注 1 NP 问题 (Non-Deterministic Polynomial )， 即 非 确 定性 多 项 式 时 间 问 题 , NP 完全 问题 
是 其 中 最 难 的 问题 。 有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 人 民 邮 电 出 版 社 出 版 的 《可 能 与 不 可 能 
的 边界 : P/NP 问题 趣 史 》。 一 一 译 者 注 
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挂 画 问题 


用 n 颗 杀 子 和 一 根 绳子 将 一 幅 画 挂 在 墙 上 ， 怎 样 挂 才 
能 在 拔 挥 任何 一 颗 钉 子 时 ， 都 会 让 画 挥 下 来 ? 





在 才 上 钉 两 条 钉子 ， 用 最 价 单 、 目 然 的 方法 将 一 幅 男 挂 在 这 两 颗 钉 
子 上 。 如 果 一 条 钉子 反 了 ， 绳 子 和 男 依然 挂 在 另 一 条 钉子 上 〈 见 下 方 上 
图 )。 数 学 家 不 茶 要 问 : 有 没有 办 法 将 绳子 挂 在 这 两 条 钉子 上 ， 使 得 一 
日 拔 挥 其 中 任意 一 上 颗 , 画 就 会 挥 下 来 ?我 们 把 这 种 方法 称 为 “ 波 杰 挂 法 ”， 
以 纪念 杰 罗 姆 . K. 杰 罗 姆 笔下 的 著名 人 物 一 一 总 也 挂 不 上 夯 的 波 杰 相 
叔 〈 参 见 “ 波 杰 叔 叔 挂 画 ”)。 这 个 问题 和 工业 上 的 故障 自动 保险 系统 类 
似 ， 即 一 旦 某 个 部 分 出 现 故 障 ， 整 个 机 器 会 随 之 停 下 。 

美国 的 一 个 团队 结合 了 趣味 数学 、 代 数 拓 
扑 和 算法 学 来 研究 挂 画 问题 。 其 成 员 包 括 厅 省 理 
工学 院 的 埃 里 元 : #SAKA BT | 德 曼 因 、 罗 
纳 德 . 里 维 斯 特 (Ronald Rivest, RSA 加 密 算 法 
中 字母 R 的 来 由 )， 耶 鲁 大 学 的 雅 伊 尔 * 明 斯 基 ， 
纽约 州立 大 学 石 溪 分 校 的 约 蕊 夫 ， YR A 
拉 罕 公园 ATT SECUS S HJAKUS BE * 帕 特 拉 什 血 。 

挂 画 谜 题 首次 被 提出 要 人 退 漳 到 1997 年 ， 斯 
皮 瓦 元 将 这 一 难题 登载 在 数学 趣味 森 志 《量子 》 
( Quantum) 上 。 从 此 ， 这 个 小 问题 演绎 出 众多 
变化 ， 促 使 人 们 不 断 摸索 数学 中 的 通用 方法 ， 
并 由 此 推导 出 一 些 美妙 却 不 尽 简单 的 定理 。 

为 了 说 明 如 何 仅 拔 抒 两 条 钉子 中 的 一 箱 便 
可 使 画 掉 下 ， 请 观察 劳 边 的 下 图 ， 或 拿 根 绳子 
来 试 一 试 。 我 们 可 以 慢 慢 尝试 找 出 答案 。 然 而 ， 














皮 亚 特 ， 海 恩 的 27 个 小 方块 83 


有 一 种 方法 能 一 下 子 就 得 出 答案 ， 其 至 归纳 出 通用 解法 ,我们 将 其 命名 
为 “7 WETE, BAHE E TERE n ETE, Ett n 
ET TPE — A, ERREEN EH P IEH. 








画 框 掉 下 


Xy'XyyX'zyz'x' XXX'ZZ'X' = xxx'x' xxx 'x' 2 xx' 21 


REIT y 
n naÓ 


拔 掉 钉 子 z 


WREEF y, MERAM 
下 ， 拔 掉 钉 子 x 或 z 则 不 会 。 





xc 绳子 相反 方向 绕 一 圈 eed 


Dessins de Francesco De Comité 


化 简 强 子 的 缠绕 方式 绳子 缠绕 方式 x yy xz (A) 可 以 化 简 成 xxz， 进 而 化 和 
成 z。 这 意味 着 ， 拉 动 依 x yy xz 缠绕 的 绳子 ,我们 得 到 的 结果 其 实 就 是 缠绕 方 
式 z。 当 一 种 缠绕 方式 所 对 应 的 表达 式 可 以 完全 化 简 时 (结果 为 1 )， 只 要 一 拉 
绳子 画 就 会 挥 下 来 。 我 们 来 看 看 对 绳子 缠绕 方式 xy'xyyx zyz’ x (B), d&fi —i 
ETSAIA, N TARIE T y 的 结果 ， 我 们 将 所 有 y M y! 从 该 表达 
式 中 去 掉 ， 然 后 再 化 简 ， 即 xy'xyyx'zyzx ”= XXX’ ZZ X’ = XXX’ X = XX = 1 。 如果 
拔 挥 钉子 y， 男 就 会 挥 下 来 。 但 是 ， 如 果 拔 掉 杀 子 x， 男 会 依然 挂 在 墙 上 ， 因 为 
EKF x 和 x’ 之 后 的 表达 式 变 为 y’yyzyz , m R ELEN yzyzo WREE T 
z， 表 达 式 也 只 能 化 人 简 为 xy*xyyx’yx”， 男 也 会 依然 挂 在 墙 上 。 
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在 阅读 下 面 的 划 市 以 前 ,读者 可 以 和 完 从 三 颗 钉 子 和 人 人手， 然后 是 四 
颗 …… 并 设想 n 颗 钉 子 时 的 解法 。 


绳子 缠绕 打 结 时 存在 不 确定 性 ， 手 工 解 党 这 个 问题 会 困难 重 午 。 通 
过 挽 过 绳子 的 路 径 来 寻找 答案 ， 则 需要 一 根 很 长 的 绳子 和 足够 的 耐心 
一 旦 超过 四 颗 多 子 ， 人 研究 惑 会 泡 疡 。 


EE, TUBES dll]. JÉAR IERRA n UIT IESU "E 
由 群 ”( 我 们 稍 后 讲解 ) 元 素 表 达 式 计算 联系 起 来 ， 使 我 们 能 够 提出 并 解 
答 更 多 问题 (参见 “十 个 问题 ”)。 





2. 三 蜂箱 子 问题 的 求解 
问题 由 在 找 出 绳子 的 波 杰 绕 法 ， 使 得 拔 掉 一 颗 钉 子 时 绳子 松 开 ， 画 框 
H Fo 一 旦 回 到 代数 问题 ， 我 们 通过 尝试 很 快 就 能 找到 三 颗 和 钉子 问题 的 解 
法 。 例 如 x’y’zyxy’x’z’xy， 还 有 别 的 解法 


= a 
QA vu 
EA "(mue - 


(A) SX TE] Tx: 
VAM y Zya 





(B) RIF] Ty: 


NNI LG IM KL 


(C) SX PET Tz: 
X'y'yxy'x'xy 2y X'Xy'X' Xy = 
Xu Uc X x UM 
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求助 于 目 由 群 


以 集合 G 为 生成 集 的 目 由 群 ， 是 一 种 在 众多 数学 领域 中 广泛 应 用 
的 运算 系统 ， 尤 其 是 代数 拓扑 学 一 一 这 门 学 科 用 代数 方法 研究 如 何 对 区 
点 和 面 进行 分 类 。 举 个 例子 ， 生 成 集 G 由 三 个 元 系 (生成 元 )x、y 和 Zz 
构成 。 我 们 为 每 一 个 生成 元 找到 一 个 对 应 元 素 作 为 其 倒数 ,分别 记 作 x’、 
y. z, "ETAT ifEG. JA. FEX G 或 者 G 中 选取 有 限 
序列 ， 其 构成 的 表达 式 代 表 该 目 由 群 中 的 一 个 元 素 。 不 含 任何 元 系 的 空 
序列 记 作 1。 很 显然 ， 对 目 由 群 的 任 一 元 素 s 守 有 ls=sl=s。 


AU, Ax, y, z 为 生成 元 的 目 由 群 中 包含 有 s = xyxx’y’z*z 和 r= 
ZZZZyx' XY Z 两 个 元 素 。 这 样 构成 的 表达 式 有 时 可 以 化 和 尚 。 唯 一 的 化 簿 
方法 就 是 依据 自由 群 的 定义 , 找到 一 个 元 素 与 其 倒数 紧 挨 在 一 起 的 组 合 ， 
并 将 它们 删除 : xx' = x'x-l. 

删除 一 对 符号 后 ， 可 能 会 出 现 另 一 对 可 化 简 的 符号 ， 我 们 就 继续 化 
和 价 。 例 如 ，xy?xx'"yzz = xy"yzz=XZzZz=X。 我 们 先 删 除 xx, 再 删除 y y, 
最 后 删除 zz。 起 初 看 似 复杂 的 目 由 群 元 系 ， 其 实 就 只 是 x. 


所 有 G 和 G 中 符号 构成 的 序列 都 代表 生成 集 为 G 的 目 由 群 中 的 一 
个 元 素 。 当 元 素 表 达 式 无 法 再 化 简 时 ， 我 们 称 其 处 于 “标准 形式 ”。 知 
两 个 元 素 的 标准 形式 不 同 ， 就 认为 它们 是 两 个 不 同 的 元 系 。 请 注意 ， 我 
们 不 能 交换 表达 式 中 符号 的 位 置 在 由 两 个 生成 元 x 和 y 构成 的 目 由 和 群 
H, JIR xy 和 yx 不 相等 。 

将 绳子 在 钉子 上 的 缠绕 方式 和 目 由 群 元 系 联系 起 来 ， 就 有 了 解答 挂 
画 问 题 的 理想 工具 。 为 此 ， 我 们 将 墙 上 的 每 一 颗 钉 子 视 作 一 个 生成 元 。 
如 有 果 有 三 条 钉子 ， 束 将 它们 记 作 x、y 和 zo 


每 一 种 绳子 缠绕 钉子 的 方式 都 对 应 目 由 群 中 的 一 个 元 素 ， 即 符号 x. 
y. z Hix', y, z 构成 的 一 个 序列 。 我 们 沿 关 绳子 的 缠绕 轨迹 ， 从 一 妆 
到 男 一 问 ， 每 当 它 在 钉子 x 上 顺 时 和 针 绕 一 圈 就 记 下 x， 逆 时 针 绕 一 圈 就 
id Fx, XI y 和 z 也 一 样 。 
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3. ZRIN EE] 

我 的 板 叔 举 和 起 画 ， 一 个 没 拿 稳 ， 画 和 框 “ 哑 ”地 一 声 掉 在 了 地 上 ， 画 
摔 出 了 框 。 他 想 要 抓 住 玻璃 ， 却 把 它 打 碎 了 ， 还 划 伤 了 目 己 。 他 跳 春 脚 满 
房间 到 处 找 日 己 的 手帕 ， 却 找 不 到 。 手 由 明明 放 在 他 刚才 脱 下 的 外 套 口袋 
EE 0 T Và? 

他 完全 想 不 起 来 。 全 家 人 到 处 帮 他 找 工 具 ， 现 在 却 要 停 下 来 找 外 套 





了 。 他 发 般 定 来 审 去 ， 每 每 挡住 帮忙 人 的 道路 。 
“就 没 人 知 违 我 把 外 套 放 在 哪儿 了 吗 ?”” 他 喊 道 ，“ 我 就 从 来 没 见 过 











HASRA " BAER, KRT EMER EAE Tie 2336 BR Ph 
e 

"MR! 你 们 别 再 找 了 ! ”他 说 ，“ 我 找到 了 了。 你们 独 帮 不 上 忙 ! 我 只 
er D! nnn ”大 家 人 论 了 半 小 时 给 他 包扎 ， 又 再 给 他 洋 了 一 块 琉璃， 所 


有 的 工具 、 梯 子 、 椅 子 、 量 烛 都 拿 到 跟前 ， 叔 叔 要 再 试 一 次 。 全 冢 人 , U 
括 保 姆 和 女 佣 ， 在 他 周围 固 了 一 图 准备 协助 。 两 个 人 负责 扶 稳 椅 子 ， 第 三 
TAREE EAn, BUTTARE To mii TT o 

"sep" ee T elapsi e i 

TIG 8B p EDK, MEMAR, ET AAT. 

“锤子 哪儿 去 了 ?我 把 锤子 放 哪 儿 了?”” 他 喊 违 。 

我 们 找 回 了 锤子 ， 可 这 下 政 叔 又 找 不 到 他 在 增 上 做 的 标记 了 ， 钉 子 一 
定 要 钉 在 那个 位 置 的 啊 。 我 们 轮流 被 请 上 椅子 ， 站 在 他 劳 边 ， 看 看 是 不 是 
可 以 找到 原来 的 标记 。 然 而 ， 大 家 指 的 地 方 各 不 相同 。 叔 叔 党 得 我 们 都 是 
和 集 ， 把 我 们 一 个 一 个 赶 下 森 子 。 他 拿 起 太子， 重新 量 一 遍 ， 得 出 应 该 从 
房间 墙角 起 留 出 三 十 一 又 八 分 之 三 严 寸 的 一 半 。 他 心算 得 不 出 结果 ， 就 彻 
RER Y o 

大 家 都 试看 在 心里 算 ， 算出 的 结果 完全 不 一 样 ， 我 们 便 开始 相互 取 
突 。 在 一 片 混乱 中 ， 叔 叔 发 党 目 己 已 经 不 记得 刚才 量 的 太 寸 是 多 少 了 。 没 
人 知道 要 算出 什么 数 的 一 半 ， 只 好 重 来 。 椒 叔 这 次 拿 一 根 强 了 于， 将 里 于 穿 
成 与 王 下 方向 成 四 十 五 度 角 ， 同 时 ， 又 想 要 够 着 增 上 一 个 至 少 超出 辟 长 三 
EA AXXiE T W4- Do T3. 
RIT RBS FERAE, WARISIBISIEEGEWERT 

Ap, BUhBoBOUWiexXItuBBMVE. ZUCRRGITIEE.CA45E 
锤子 。 然 后 ， 他 第 一 下 就 三 了 大 拇指 ， 大 叫 一 声 ， 将 锤子 掉 在 了 别人 的 脚 






































Af, EKAR. BL B. SITOEGDI GEB EE, BET EMAA 
半 。 波 杰 叔 叔 随 着 锤子 猛 冲 的 力道 ,一 下 撞 在 墙 上 ， 差 点 儿 把 蜡 子 撞 局 。 
我 们 得 找 回 尺子 和 强 子 ,重新 打眼 ， 好 不 容易 快 到 半夜 才 把 画 挂 上 。 
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确实 挂 得 有 点 儿 企 ， 可 能 也 不 太 牢 固 。 不 过 ,周围 儿 米 的 增 看 起 来 好 像 被 
TU-Y- d —34. BR Y CAU KREET, RIFA o 

“完工 ! ”他 重重 地 跳 下 来 ， 躁 到 了 女 佣 脚 上 ， 然 后 十 分 得 意 地 看 者 
他 一 手 造成 的 混乱 ，“ 有 人 连 这 点 小 事 也 不 会 自己 做 ,还 要 麻烦 请 工人 ! ” 


AF K. 杰 罗 姆 ,《 三 人 同舟 》 1889 




















4. 十 个 问题 ( 见 图 ) 


问题 一 〈 三 颗 中 的 一 条 ) : 拔 掉 三 颗 钉 子 x,、x, 或 x, 中 的 一 颗 时 ， 男 掉 
T 

问题 二 〈 三 颗 中 的 两 颗 ) : 拨 掉 三 颗 钉 子 x,、x, 或 x, 中 的 一 条 时 ， 男 不 
fé. AIEA, M Fo 

问题 三 (1+2 ) : WHIT A, Mji To dix Exh, Mp [m] 
Wix Fix, MA P o 

问题 四 ( 四 颗 中 的 一 颗 ) : RURE T x,. X,. xax 中 的 一 颗 时 ， 
mE F o 

ea (WPA) : 拔 挥 四 里 钉 子 x、y、z 或 t 中 的 一 颗 时 ， 夯 不 
fü. WIFE, Iis PB. 

问题 六 ( 四 颗 中 的 三 颗 ) : 拔 掉 四 颗 钉 子 x 、x,、x, 或 x, 中 的 一 颗 或 两 
JW, mp. DRE E, Hifi. 

问题 七 (2+2 中 的 2+2 ) : 画 被 两 颗 蓝 色 钉 子 和 两 颗 红 色 和 钉子 挂 着 。 拔 
挥 两 条 蓝 色 钉 子 或 两 条 红色 钉子 时 ， 画 抒 下 。 拔 抒 一 条 蓝 色 钉子 和 一 箱 红 
EET, MAI 

问题 八 (2+2 中 的 1+2 ) : 画 被 两 条 蓝 色 钉 子 和 两 条 红色 钉子 挂 肴 。 拔 
挥 一 条 蓝 色 钉 子 时 ， 画 反 下 。 拔 抒 两 箱 红 色 钉 子 时 ， 画 摊 下 。 只 拔 抒 一 颗 
红色 钉子 〈 不 拨 赣 色 ) BE, MA. 

问题 九 (3+3 中 的 1+3 ) : 画 被 三 颗 蓝 色 钉 子 和 三 时 红色 钉子 挂 着 。 拔 
挥 一 颗 蓝 色 和 钉子 时 ， 夯 掉 下 。 拔 挥 三 颗 红 色 和 钉子 时 ， 男 挥 下 。 只 氢 掉 一 颗 
或 两 条 红色 钉子 〈 不 拔 蓝 色 ) BI, «BLAST 

问题 十 (3+3 中 的 1+2 ) : 画 被 三 颗 蓝 色 钉 子 和 三 时 红色 钉子 挂 着 。 拔 
挥 一 颗 蓝 色 钉 子 时 ， 男 挥 下 。 拔 挥 两 颗 红 色 和 钉子 时 ， 画 掉 下 。 只 拔 挥 一 颗 
红色 钉子 (不 拔 蓝 色 ) BE, IB dis 

在 答案 中 ， 记 号 [A,B] 代 表 表 达 式 ABA’B’。 
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问题 1 


| 2 3 


-— [EN Eee PET 
5 = XiX,XsX, X, X, XX X, X, 


问题 3 


1 2 3 


men 了 I 
5. = [x,, XX.] = XXX XXX, 


问题 5 





E E. 
Xy Xs x x box, box, xx] 


1 
5 zx 


问题 7 


ub = IUS TE STE) 
35 [XiXx XX] n XXX, X; X X, X, 





问题 9 





问题 2 


S, 
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E ERAT 
Ed X XXX, X, X 





= I I f f I I I n 
y =X X-X; x, XX X. X, XXX. X, XX.X, X, 


问题 6 





PE T 
F = XXX XX X/X/X, 


问题 8 
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问题 10 
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NE 


s 


zIS xx] 


9p stes pon 


I I I 
TEE A ] 





Dessins de Francesco De Comité 








这 样 ， 每 一 种 缠绕 方法 都 对 应 者 目 由 群 中 的 一 个 元 素 ， 反 之 亦 然 。 
XJ xx' 2x'x 2 1 的 化 价 运 算 则 对 应 者 如 下 操作 :绳子 顺 时 针 绕 钉子 x 一 圈 ， 
紧 接 痢 又 逆 时 针 绕 一 圈 ， 强 子 一 旦 拉 紧 (无需 移动 或 拔 挥 杀 子 )， 围 绕 
ETT x ARMAR, BI xx 被 化 向 了 。 

有 了 自由 群 和 化 简 运 算 , 无论 绳子 以 何等 复杂 的 方式 缠绕 数 颗 钉子 ， 
我 们 都 能 知道 画 框 究 东 能 不 能 挂 在 墙 上 。 

我 们 用 一 系列 符号 x, y, z,…x”,y”,z”* 记 下 绳子 缠绕 轨迹 的 表达 式 ， 
然后 尽 可 能 地 删除 xx, xx, yy, y y, zz 和 zz， 将 其 化 简 。 如 果 运 算 结 
采 什 么 都 没有 剩 下 ， 男 就 会 挥 下 米 (这 就 是 “ 波 杰 挂 法 ”);， 如 果 表 达 式 
不 能 被 完全 化 简 ， 画 就 会 稳 稳 挂 在 墙 上 。 此 时 ， 表 达 式 化 简 后 留 下 的 学 
母 就 代表 了 最 终 挂件 这 幅 夯 的 钉子 。 

现在 ,我 们 具备 了 将 n 颗 杀 子 的 一 般 问题 转换 为 一 个 代数 问题 的 能 
力 。 处 理 这 个 问题 不 用 再 纠结 于 乱 绳 缠绕 了 。 

假设 我 们 有 一 种 三 晰 钉子 的 缠绕 方法 ， 例 如 xy’xyyx*zyz*x”， 拨 掉 
一 颗 钉 子 ， 比 如 y， 怎 么 知道 画 会 不 会 挥 下 来 呢 ? 

XR: 只 需 将 所 有 的 y A y 从 缠 统 方式 的 代数 表达 式 中 去 反 ， 
再 尽量 化 简 剩 下 的 表达 式 (参见 “化 简 绳 子 的 缠绕 方式 ”)。 这 样 ，n 颗 
钉子 问题 就 彻底 符号 化 了 : 求 一 个 表达 式 s (生成 元 为 x1, x ,xn 的 月 
由 群 的 一 个 元 素 )，s 不 能 目 动 化 简 为 1 ( 没有 拔 挥 任何 钉子 前 ， 男 不 能 
PÆ), HHEH x,x,,…, x 中 任意 一 个 时 能 够 化 简 为 1。 

于 是 ， 两 条 钉子 的 问题 迎刃而解 ， 最 简短 的 答案 包含 四 个 符 己 : 
XyX y (BÈ xy'x'y, x'yxy', XY xy, yxy X y'xyx', yx YX, YX YX )o 





























IO SETA 


表达 式 不 能 再 化 简 , HiXTREI x 结果 为 1, RIET y 也 一 样 (CS 
见 下 图 )。 两 颗 钉 子 的 问题 有 无 穷 种 解法 ， 例 如 xxyyx' yx y y y" 就 是 其 
中 之 一 ， 但 这 个 答案 既 复 杂 叉 徒劳 无 益 。 

多 亏 有 了 代数 方法 的 表示 ， 通 过 逐一 摸索 (我 真 的 这 人 么 做 
T! )， 我 们 很 快 可 以 找到 三 条 钉子 问题 的 解法 。 我 随机 写 出 一 个 解 : 
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x’y’*Zyxy”x”*z”xy。 让 我 们 来 一 起 验证 它 。 

拔 掉 钉 子 x: yzyyzy-yzzy-yy-l. 

拨 掉 人 钉子 y: X'ZXX'ZXx-—X'ZZx^x'x-l, 

WEJ T Z: x'y'yxyx'xy-xxyxxy- 
XXyy=XX= 1。 

现在 来 看 看 n 上 晰 箱子 的 问题 。 在 这 里 ， 
我 们 用 归纳 法 一 步 一 步 解 答 。 假 设 已 有 nn 颗 
钉子 问题 的 一 个 解 ， 接 下 来 要 推导 n+l BIET 
子 问题 的 解 。 就 像 已 知 两 条 钉子 问题 的 一 个 
解法 ， 我 们 可 以 逐步 推算 三 条 、 四 箱 ……' 直 
至 二 条 钉子 问题 的 解法 。 


设 Ss 是 7 里 钉子 问题 的 一 个 解 。 我 们 用 s" 
来 表示 将 s 完全 抵消 的 序列 ， 即 ss" = 1(s8" 
H s 的 倒数 )。 将 s 表 达 式 中 的 元 素 顺 序 斯 
倒 , 即 在 原本 没有 “” 符 号 的 字母 上 加 上 “”” 
符号 , 将 原本 市 有 ”符号 的 字母 上 的 “7 
符号 去 掉 ， 便 得 到 SS ， 人 例如: (xyzx' yy = 
yxzy'x"。 和 在 Z 代 表 第 nt MET, RAN 
szo z’ 将 是 nel 颗 钉 子 问题 的 一 个 解 。 倩 助 
这 个 式 子 可 以 从 奈 果 钉子 问题 的 一 个 解 得 
到 n--1 条 钉子 问题 的 一 个 解 。 


FKE, WRA n 个 字母 中 的 一 个 ， 
s 将 变 成 1 (因为 s 是 二 颗 钉 子 问题 的 解 ) s DRA, KARMAR zz 
并 简化 为 1。 如 果 我 们 去 掉 字 母 z，szs*z’ 变 成 ss'， 也 简化 为 1。 所 以 ， 
拔 掉 任意 一 上 颗 和 钉子 ， 男 就 会 挥 下 来 。 这 就 是 我 们 想 要 的 “ 波 杰 挂 法 ”。 

我 们 用 这 个 方法 由 两 颗 钉 子 问 题 的 解 S, = xyx'y' 来 求解 三 颗 钉 子 
问题 。 如 果 S? = yxy'x' JA S, = SZS? Z —xyxyzyxyxz. APE 
我 们 之 前 通过 撞 索 找到 的 答案 ， 不 过 长 度 相 同 。 这 里 摘 述 的 方法 给 出 了 
三 条 钉子 问题 的 一 个 解 , 而 且 能 一 般 化 地 归纳 解决 慰 条 钉子 问题 。 当 然 ， 
不 排除 有 别 的 解法 存在 。 
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同样 ， 我 们 由 三 颗 钉 子 问题 的 解 推出 四 颗 钉 子 问 题 的 解 : S, = 
StS, t? = xyx'y'zyxy'x'z'tzxyx'y'z YXY'X。 更 多 其 他 挂 画 问题 因此 得 以 
解答 (参见 “十 个 问题 ”)。 最 终 ， 美 国 研究 团队 成 功 证 明 ， 对 于 用 一 根 
绳子 挂 画 的 问题 ， 所 有 能 预想 到 的 做 法 都 可 以 实现 。 让 我 们 来 看 看 这 
意味 看 什么 。 








一 根 无 所 不 能 的 绳子 


假如 我 们 想 要 用 五 颗 钉 子 x、y、z、t、u 来 挂 画 ， 并 要 求 当 同 时 拨 
掉 钉 子 x 和 y， 或 者 同时 拔 掉 x、z、t， 或 者 同时 拔 掉 y、t、u 的 时 候 画 
会 掉 下 来 ,其 他 任何 情况 ( 即 x 或 y 还 在 , x 或 z 或 {还 在 , y 或 或 u 还 在 ) 
画 都 不 会 掉 下 来 。 

这 可 能 四 ? 可能。 六 位 研究 者 已 经 找到 求解 方法 。 并 且 ， 他 们 的 结 
论 对 所 有 相同 类 型 的 问题 都 成 立 ， 即 所 有 “逻辑 与 ”的 “逻辑 或 ”问题 
(KAREE): (x 5 x) 或 (y 与 … 与 内 或 … 或 i ze 

然而 ， 我 们 显然 不 能 胡乱 提问 。 例 如 ， 要 求 拔 掉 钉子 x MAF, Mi 
同时 拔 掉 钉子 x 和 钉子 y 画 不 掉 下 , 这 分 明 是 不 可 能 的 。 其 实 ,这 种 “ 单 
调 性 ”恰恰 就 是 保证 问题 有 解 的 条 件 。 当 问题 陈述 是 单调 的 ( 换 名 话说 ， 
不 会 有 悖 迎 辑 )， 问 题 便 能 以 “逻辑 与 ”的 “逻辑 或 ”形式 重新 描述 ， 
继而 有 解 。 更 清楚 地 讲 ， 所 有 能 合理 地 认定 可 以 求解 的 情况 ， 应 当 确实 
是 有 解 的 ， 并 且 我 们 知道 如 何 求解。 

我 们 尚未 涉及 所 有 挂 画 迹 题 ， 人 们 正在 研究 与 之 求解 相关 的 复杂 算 
法 。 有 的 问题 已 找到 答案 ， 有 的 依然 悬而未决 。 数 学 往往 包含 着 无 穷 无 
尽 的 问题 ， 它 们 向 众人 敞开 天门， 等待 着 各 自 的 征服 者 。 这 里 就 有 两 个 
有 待 解决 的 问题 : 

O a 颗 钉 子 问题 ( 拔 掉 一 颗 钉 子 画 就 会 掉 下 ) 的 最 简短 答案 ( 符号 

数量 最 少 ) Rae] NT m MES? 

OQ 已 知 绳子 的 挂 画 方法 〈 缠绕 轨迹 或 表达 式 )， 是 否 存在 复杂 多 项 

式 算法 能 够 得 出 使 画 掉 下 所 需 拔 掉 的 钉子 的 最 小 集合 ? 
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当 你 下 次 再 参观 只 有 一 种 颜色 的 当代 绘 
种 单 色 画 展览 1 ) 并 感到 无 聊 的 时 候 ， MN 
KAE PAWA ERZA RUE I. MRH 
更 加 有 趣 。 


展览 〈 别 不 信 ， 的 确 有 这 
这 些 挂 画 问题 ， 想 想 研 
得 画 的 背面 其 实 比 正面 








魔方 : 不 超过 20:z:! 


在 所 有 和 葵 智 游戏 中 ， 魔 方 是 当之无愧 的 王者 。 魔 万 从 
发 明 至 今 已 风 魔 全 球 三 十 多 年 ， 人 们 却 一 直 乐 此 个 疫 ， 不 
断 探 索 魔 方 提 出 的 问题 。 





魔方 是 人 类 发 明 的 所 有 益 智 游戏 中 的 佼佼 者 。 首 先 ， 其 他 任何 游戏 
都 没 能 吸引 如 此 多 的 关注 ， 引 来 众人 发 表 诸 多 相关 文章 和 书籍 ， 讨 论 其 
中 奥妙 。 其 次 ， 麻 方 颇 具 难 度 ， 数 百 万 人 开展 各 种 欧 赛 ， 屡 创 壮举 ……… 
这 些 成 就 愈 显 奇特 ， 其 至 接近 疯狂 。 同 时 ， 麻 方 启发 了 数 百 种 机 械 益 吞 
游戏 ， 衍 生 游戏 往往 和 麻 方 一 样 惊人 。 现 在 ,我们 也 可 以 在 电脑 上 进行 
模拟 操作 。 最 后 ， 三 十 年 来 ， 最 复杂 形态 的 问题 一 直 无 解 ， 叭 有 强大 的 
计算 机 网 络 或 许 才 能 最 终 将 之 破解 。 

我 们 还 会 细 谈 这 四 个 话题 ， 尤 其 要 讲 讲 已 经 证 实 的 结论 : 在 任何 情 
况 下 ，20 步 足 以 将 魔方 不 同 颜色 的 6 个 面 还 原 。 














巧妙 的 机 械 结构 


在 1980 年 8 月 出 版 的 法 国 《 为 了 科学 》( Pour la Science) 杂志 第 
34 期 里 ， 埃 马 努 埃 尔 ， 哈 伯 斯 塔 特 发 表 了 题 为 “匈牙利 方块 及 群 理论 ” 
(Le cube hongrois et la théorie des groups ) 的 文 草 ， 在 其 中 描述 了 麻 方 ， 
并 基于 魔方 数学 结构 分 析 提 出 一 种 还 原 魔 方 的 实用 方法 。 

这 篇 文 草 让 魔方 在 法 国 风 靡 一 时 ， 而 人 们 对 魔方 的 痴迷 早已 快速 席 
卷 世 界 各 地 。 

回溯 到 此 前 六 年 ， 雕 塑 家 及 建筑 学 教授 埃 尔 诺 … 鲁 比 克 发 明了 由 
26 个 通过 巧妙 机 械 结构 相连 的 小 方块 组 成 的 魔方 。 麻 方 各 面 由 9 个 方 
块 (3x3) 构成 ， 每 面 均 可 绕 痢 平行 于 校 且 经 过 面 中 点 的 轴 旋 转 。 这 本 
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该 是 一 个 完整 的 3 x 3x 3 立方 体 , 但 中 心 位 置 的 方块 却 蔡 换 为 转轴 系统 ， 
使 整体 既 相 互 连 接 ， 又 能 转动 。 魔 方 处 在 初始 形态 时 ， 各 面 都 仅 有 一 种 
BE, MEER. A E a E AANA ETAIT, AA 
BB T BT AL. PRE EE EA ARRES. 
BGHESEJL P. dE IREE AAN d ORA — EERE o 
a 每 个 面 的 中 心 块 绕 厦 日 映 旋转 ， 位 置 不 变 。 它 们 决定 痢 每 个 面 











的 颜色 ， 可 以 准确 地 表示 立方 体 的 方向 。 

Q 角 块 一 共有 8 个 ， 一 直 在 顶点 位 置 。 每 个 角 块 有 3 个 颜色 不 同 
的 可 见面 ， 考 虑 魔方 每 个 面 中 心 块 的 颜色 ， 可 以 准确 判定 一 个 
角 块 在 魔方 还 原 后 所 处 的 位 置 。 

O R P 12 个 就 是 梭 中 间 的 楼 块 。 每 个 梭 块 有 两 种 不 同 闫 色 的 可 见 
面 ， 和 和 角 块 一 样 ， 可 以 准确 判定 楼 块 在 最 终 形态 中 所 处 的 位 置 。 





Illustration de Francesco de Comité 





魔方 的 最 难 形 态 ， 为 了 证 明 20 步 总 能 足以 将 魔方 还 原 ， 人 们 在 运算 过 程 中 
得 出 这 种 极致 形态 。 图 中 将 20 个 还 原 步 又 一 一 画 出 。 你 可 以 照 春 图 反 回 操作 ， 





给 目 称 魔方 高 手 的 亲朋 好 友 出 个 难题 。 


魔方 : 不 超过 20b! 95 


还 原 糜 方 看 起 来 镜 单 ， 实 际 却 是 块 难 踢 的 骨头 。 奢 方 一 旦 被 打 乱 ， 
在 没有 任何 帮助 或 从 未 对 魔方 背后 的 数学 问题 进行 过 深入 研究 的 情况 
下 ， 任 赁 怎么 努力 也 不 可 能 将 它 还 原 。 这 个 游戏 实在 太 难 了 ， 它 能 大 受 
欢迎 也 耐人寻味 。 

A 1977 年 第 一 批 魔方 在 匈牙利 上 市 以 来 ， 大 约 有 3 亿 5 千 万 个 魔 
方 被 生产 和 销售 。 魔 方 打败 各 类 益 智 游戏 ， 成 为 各 历史 阶段 的 销量 冠 
军 一 一 唯一 的 例外 也 许 是 Taquin (也 叫 作 “15 块 拼图 ”)。 自 1879 年 问 
世 以 来 ，Taquin 游戏 衍生 出 数 千 种 不 同 版 本 ， 我 们 无 法 统计 到 底 一 共 制 
造 、 销 售 了 多 少 。 尽 管 魔 方 被 造假 者 无 耻 地 列 窃 、 复 制 ， 魔 方 还 是 为 其 
发 明 者 埃 尔 诺 : 和 鲁 比 克 收获 了 财富 和 荣誉 ， 让 他 可 以 在 后 半生 专心 发 明 
并 制作 其 他 益 智 游戏 。 

人 们 围绕 魔方 的 构造 理论 和 解答 方法 出 版 和 发 表 了 众多 书籍 和 文 
瘟 。 在 互联 网 上 也 有 大 量 专门 讲解 魔方 的 网 页 。 每 年 涌现 的 大 量 文献 可 
追溯 到 20 世纪 80 年 代 ， 那 时 ， 人 们 对 魔方 的 热情 几 近 狂热 。 乔 治 . 赫 
尔 姆 斯 编纂 的 文献 收录 了 22 种 语言 的 719 篇 文章 。1979 年 有 14 篇 车 
ERR., 1980 Æ 52 篇 、1981 年 174 篇 、1982 ^E. 70 篇 、1983 年 15 篇 。 
A - 诡 斯 的 著作 《魔方 的 简单 解法 》( The Simple Solution to Rubik’ s 
Cube) 是 1982 年 1 月 全 球 销量 最 大 的 图 书 ， 在 畅销 书 排行 榜 上 停留 三 
年 之 久 ， 总 共 卖 出 了 逾 六 百 万 册 。 男 有 多 本 麻 方 书籍 的 销量 都 超过 了 
百 万 册 。 


世界 各 地 都 在 举办 魔方 竞赛 。 世 界 魔方 协会 (WCA ) 为 众多 比赛 
提供 赞助 。 

最 厉害 的 魔方 玩家 不 到 10 秒 就 能 还 原 3x3 x3 魔方 。 有 一 点 要 说 
清楚 ， 世 界 魔 方 协会 的 规则 人 允许 在 开始 拧 碎 方 之 前 先 观察 15 秒 。15 2 
的 澳大利亚 冠军 菲 利 克 斯 ， 曾 姆 丹 格 斯 平均 用 8.5 秒 就 能 将 魔方 还 原 。 
他 也 能 解决 更 难 的 4x4x4 厅 方 ,平均 耗 时 42 秒 ; 还 有 极 难 的 5x5x5 
魔方 ， 平 均 耗 时 68 秒 。 

有 些 记录 没 那么 正规 ， 但 也 成 为 了 经 典 战 绩 ， 像 体育 竞赛 纪录 一 样 
不 断 被 刷新 。2010 年 的 单 手 拧 魔 方 冠 军用 时 14.7 秒 。 脚 拧 麻 方 冠 军用 
时 42 秒 。2008 年 11 月 16 日 ,米兰 ' 巴 提交 用 不 到 24 小 时 的 时 间 复 原 
了 4786 个 魔方 ， 打 破 之 前 3505 个 魔方 的 纪录 。 值 得 一 提 的 是 ， 巴 提交 
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wWwWW.space-invaders.com/archives.html 





魔方 主义 画 派 : 这 些 画 作 由 9 种 像素 块 构成 ， 艺 术 家 用 足够 多 的 魔方 ,将 
其 一 面 拧 成 不 同 颜色 的 9 个 像素 块 ， 用 6 种 颜色 耐心 拼 成 整 幅 作 品 。 类 似 作品 


可 以 在 www.space-invaders.com/archives.html 看 到 。 


连续 24 小 时 成 功 保持 了 每 个 魔方 平均 耗 时 18.05 秒 的 惊人 速度 ! 

魔方 盲 皖 更 加 不 可 思议 。 玩 家 对 魔方 进行 观察 之 后 ， 蒙 上 眼睛 拧 转 
Hir, 2010 年 的 育 择 冠 军 庄 海 燕 包 括 观 察 步骤 的 整个 操作 过 程 只 用 了 
31 秒 。 育 拧 魔 方 数 量 的 世界 纪录 属于 印度 尼 西 亚 人 称 哈 默 德 ， 伊里 勒 . 
JI - 阿 纳 姆 。2010 年 ， 他 在 观察 魔方 后 莹 上 眼睛 ， 于 规定 的 一 小 时 
内 逐一 还 原 了 16 个 魔方 。 


最 年 轻 的 魔方 玩家 在 成 绩 被 认可 时 只 有 4 岁 。 年 纪 最 大 的 玩家 高 龄 
88 岁 。 魔 方 育 拧 的 难度 更 大 ， 玩 家 年 龄 纪录 分 别 是 10 多 和 60 岁 。 


玩 魔方 的 成 就 感 在 于 把 玩 时 体验 到 的 乐趣 。 仪 由 磁铁 吸 在 一 起 的 八 
方块 立方 体 益 智 游 戏 比 魔方 还 早 几 年 诞生 , 它 与 魔方 类 似 , 却 更 为 简单 。 
位 铁 吸 附 的 方块 很 容易 被 插 下 ， 而 非 只 能 转动 变换 人 位置， 因此， 玩家 可 
以 投机 取 巧 ， 游 戏 也 未 能 引起 爱 动 。 魔 方 的 天 才 创 意 在 于 机 械 创新 ， 而 


非 数 学 创意 。 


在 魔方 各 类 早 然 出 众 的 变 体 中 ， 空 心 魔方 起 称 
奇迹 。 空 心 魔方 的 外 观 和 转动 方式 与 魔方 相同 ， 只 
是 魔方 用 于 运转 的 所 有 构件 都 消失 了 : 立方 体 中 心 
和 每 个 面 的 中 心 都 是 空 的 ， 仅 剩 下 8 个 角 块 和 12 个 
校 块 ， 就 能 完全 像 魔方 那样 移动 (参见 右 图 )。 缔 造 魔 



































方 神话 的 精巧 机 械 结构 就 这 样 被 超越 了 1 如 果 你 想 尝 试 研 究 麻 方 的 各 种 
变 体 ， 且 不 想 一 一 购买 ， 可 以 通过 网 上 的 免费 小 程序 就 模拟 操作 ( 特别 
推荐 : www.randelshofer.ch/rubik/index.html )。 


23 — 3904: 8 E875 BJ 2 R 


很 容易 看 出 ，15 步 不 足以 将 任意 形态 的 魔方 恢复 原状 。 魔 方 的 6 
个 面 都 可 以 转动 90 度 、180 度 或 270 度 ， 因 此 ， 魔 方 每 转动 一 次 (一 
个 面 的 旋转 ) 共有 18 种 选择 。 转 动 一 次 可 以 变 出 18 个 形态 ， 转 动 两 
次 ， 最 多 可 以 变 出 18x18 = 18 个 不 同 的 形态 ， 依 次 类 推 。 如 果 最 多 
转动 15 次 ， 可 变 出 的 不 同形 态 数目 小 于 或 等 于 : 18+18 +18 +18 +… 
+18 =7.1435 x 105, 


不 过 , 这 一 数字 却 小 于 魔方 可 变 出 的 形态 总 数 , 即 4.3 x 10”。 所 以 ， 
如 果 最 多 只 转动 15 次 ， 我 们 无 法 变 出 所 有 可 能 形态 。 如 果 魔 方 处 于 一 
个 无 法 只 用 15 步 拧 成 的 形态 ,您 怕 需 要 至 少 转动 16 步 才 能 还 原 。 进 一 
步 推 理 指出 ， 某 些 形态 需要 至 少 17 步 还 原 。 

能 将 磨 方 还 原 已 经 很 不 错 ， 如 果 能 用 最 少 的 转动 步 数 将 魔方 还 
原 ， 就 更 好 了 …… 妆 然 ， 难 度 也 更 大 。 世 界 魔方 协会 设立 了 一 个 竞赛 ， 
衡量 参赛 者 们 节省 转动 步 又 的 能 力 ， 规 则 如 下 : 

(a) 参赛 者 有 一 小 时 时 间 观 察 并 仔细 人 研究 被 打 乱 的 魔方 ， 必 要 时 ， 
可 以 借助 铅笔 、 纸 张 、 三 个 辅助 魔方 和 有 颜色 的 小 胶 条 ; 

(b) 一 小 时 后 ， 参 赛 者 将 自己 找到 的 最 优 转动 步骤 按 标准 记录 方法 
写 下 来 。 

解法 的 长 度 即 面 的 转动 次 数 ， 一 次 转动 也 可 以 是 四 分 之 一 圈 或 者 半 
Elo 2010 的 冠军 是 匈牙利 人 伊 斯 特 万 : 柯 察 一 一 看 看 ! 又 是 匈牙利 人 ! 
他 用 22 步 转动 还 原 了 试题 中 打 乱 的 魔方 。 值 得 注意 的 是 ， 这 个 数字 确 
实 已 经 很 小 了 。 书 籍 或 各 种 网 页 里 介绍 的 魔方 还 原 方法 大 约 需要 60 步 ， 
一 些 更 难 学 的 最 佳 方法 也 要 30 步 。 柯 察 取得 22 步 的 优异 成 绩 ， 并 不 是 
因为 2010 年 的 题目 碰巧 简单 。2009 年 ， 该 项 竞赛 的 冠军 也 用 了 22 步 ， 
2011 年 的 纪录 是 25 步 ，2012 年 为 20 步 ，2013 年 为 21 步 。 人 参赛 者 在 不 
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rx, MEZERA: 能 否 总 用 22 步 或 者 更 少 的 步 数 还 原 魔 
Ji? 更 确切 地 说 ， 顶 级 参赛 者 面 对 最 坏 情况 时 要 转动 多 少 步 ? 





当 纯 理论 遇 上 实际 困难 


长 久 以 来 ， 人 们 怀疑 终极 答案 是 20 步 。2010 年 7 月 ， 该 结论 被 证 
实 确凿 。 魔 方 转动 步 数 的 研究 可 以 归结 为 某 些 数学 群 的 研究 ， 所 以 ， 我 
们 曾 认 为 依 重 不 断 完 善 的 数学 知识 能 揭 开 谜底 。 我 们 所 研究 的 魔方 结构 
不 包含 任何 随意 性 。 这 和 国际 象棋 的 例子 恰恰 相反 。 国 际 象棋 拥有 复杂 
的 规则 ， 可 能 出 现 的 棋局 图 像 十 分 系 复 难民 。 在 这 里 ， 我 们 用 网 来 表示 
魔方 问题 的 结构 ( 参见 “魔方 的 图 论 ”)， 并 用 十 分 简单 的 几何 元 素 加 以 
定义 。 对 数学 家 来 说 ， 这 似乎 是 比较 理想 的 状态 ， 他 们 可 以 尽情 施展 才 
华 ， 依 赖 群 、 群 的 分 类 、 和 群 的 分 解 等 效 学 知识 得 出 答案 。 然 而 ， 没 有 得 
出 任何 结 采 ， 纯 理论 方法 最 终 被 证 明 是 不 可 行 的 ! 


4. 魔方 的 图 论 


我 们 将 魔方 所 有 可 能 形态 用 图 示 表 达 出 来 。 图 的 节点 是 4.3 x 10" 种 可 
能 的 形态 ， 奉 两 个 形态 可 以 通过 魔方 一 个 面 的 一 次 旋转 相互 转化 ， 相 应 两 
个 节点 由 一 条 弧 连 接 。 

我 们 无 法 完整 呈现 这 幅 图 。 魔 方 图 具有 高 度 的 对 称 性 ， 因 为 所 有 节点 
都 相互 等 价 ， 与 立方 体 项 点 图 的 情况 相似 。 寻 找 还 原 魔方 最 优 转动 步骤 就 
转化 为 如 何在 该 图 中 找到 最 短路 径 。 寻 找 还 原 最 难 形态 所 需 的 最 多 转动 步 
数 等 价 于 寻找 距 初 始 形态 最 远 的 形态 ， 基 于 本 图 的 对 称 性 ， 问 题 又 转化 为 
寻找 图 的 直径 ， 即 图 中 两 个 市 点 之 间 的 最 大 距离 。 

HETARA, ERRAR RRA CHO EEG LELTE , 
等 等 ) ， 即 便 使 用 强大 的 计算 机 网 络 也 是 如 此 。 通 过 改造 算法 并 尽 可 能 利 
用 图 的 特殊 性 质 ， 才 能 算出 图 的 直径 。 

MAAST RH PAGE: DJ GTEEAGUBPS EL LIBI BU A RR 
径 ， 可 以 选取 距 A 不 太 远 的 形态 C， 然 后 找 出 A 和 C 之 间 的 最 短路 径 以 及 B 和 
C 之 间 的 最 短路 径 。 将 这 两 条 最 短路 径 相 连 ， 未 必 能 得 出 A 和 B 之 间 的 最 短 
路 径 , 但 已 能 得 出 足够 好 的 结果 。 为 外 ， 通 过 变换 C， 能 基本 确定 A 和 B 之 
间 的 最 短路 径 。 

对 魔方 图 直径 问题 的 研究 已 有 三 十 年 之 入 ， 却 进展 缓慢 ， 直 到 2010 
年 7 月 才 证 明和 直径 等 于 20。 为 了 感受 一 下 进展 速度 ， 让 我 们 回顾 一 下 关键 
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日 期 、 证 明 者 姓名 及 其 得 出 的 直径 : 19814E7 H EE d - 希 斯 特 斯 维特 得 出 
52，1993 年 4 月 汉 斯 . 克 和 鲁 斯 特 曼 得 出 42，1992 年 5 月 迈克 尔 : 瑞 德 得 出 
39，1992 年 5 月 迪克 … 温 特 得 出 37，1995 年 1 月 迈克 尔 . 瑞 德 又 
得 出 小 于 29 且 大 于 20，1995 年 12 月 斯 尔 夫 ，: 拉 度 得 出 28，2006 
年 4 月 斯 尔 夫 ， 拉 度 又 得 出 27，2007 年 5 月 丹 : 康 克 勒 得 出 26， 
2008 年 3 月 托马斯 洛 基 奇 又 得 出 23，2008 年 8 月 进一步 得 出 22，2010 年 7 月 
托马斯 : 洛 基 奇 、 赫 们 特 . PEE, AE e 戴维森 和 和 约翰: 戴 斯 里 奇 最 终 证 
BH EST 20. 

伴随 最 后 一 个 结果 的 诞生 ， 人 们 得 出 下 面 的 列表 ， 指 出 了 与 初始 形态 
相 踢 给 定 距离 的 节点 数量 。 列 表 中 最 后 几 行 是 近似 结 




















1 
18 
243 
3 240 


43 239 E 


574 908 € 
7 618 438 
100 803 036 
1 332 343 288 
17 596 479 795 
232 248 063 316 
3 063 288 809 012 
40 374 425 656 248 
531 653 418 284 628 
6989 320578825358 。 ”巨大 的 魔方 形态 图 的 初始 部 分 
91 365 146 187 124 313 
约 为 1 100 000 000 000 000 000 
237g 12000 000 000 000 000 000 
237g 29 000 000 000 000 000 000 
约 为 1500000 000 000 000 000 
237g | 300000 000 
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20 步 ， 这 个 答案 最 终 通 过 一 系列 算法 的 拓展 人 研究 才 得 以 证 实 ， 前 
后 历时 二 十 年 。 人 们 必须 借助 强大 的 运算 能 力 才 能 修成 正果 ， 相 当 于 一 
台 合 式 电 脑 不 间断 工作 35 年 。 研 究 人 员 动 员 业 界 巨头 谷歌 公司 出 依 一 
批 计算 机 ， 花 了 几 周 时 间 才 完成 运算 。 
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打 乱 魔方 可 以 得 到 的 形态 数量 是 4300 亿 亿 。 除 了 转动 ， 如 果 将 魔 
方 拆 凶 再 随意 重组 ， 形 态 数 量 就 会 翻 12 倍 ， 那 么 ， 仅 有 十 二 分 之 一 的 
概率 能 将 魔方 还 原 。 魔 方 的 这 一 性 质 和 Taquin 游戏 类 似 : 将 Taquin HF 
旨 并 随意 拼 回 图 形 ， 只 有 二 分 之 一 的 概率 能 找 回 初始 位 置 。 

我 们 可 以 逐一 处 理 4.3 x 10 个 可 能 形态 ， 找 到 最 佳 转动 步骤 将 麻 
方 还 原 。 赫 但 特 : BEEELH 1992 年 就 开始 研究 这 个 问题 ， 并 找 出 了 优 
越 的 算法 。 多 亏 了 他 ， 找 到 给 定 魔方 形态 的 最 少 还原 步 又 不 再 是 梦想 。 
对 于 给 定形 态 , 强大 的 机 融通 笛 也 需要 好 几 秒 钟 才 能 找到 最 优 转 动 步 又 。 
采用 每 秒 处 理 一 个 形态 的 算法 ， 计算 每 一 个 形态 的 最 优 转 动 步 骆 ， 最 终 
找 出 魔方 最 复杂 的 形态 ， 这 需要 调动 现今 地 球 上 存在 的 全 部 十 亿 合 计算 
机 一 起 工作 1300 多 年 。 强 使 蛮 力 也 无 法 给 出 答案 。 

另 一 个 办 法 主张 逐步 处 理 ， 记 住所 得 结 采 ， 并 将 其 重复 利用 。 观 察 
一 步 转 动能 够 得 出 的 所 有 形态 (一 共 18 个 )， 将 一 步 转 动 所 得 形态 的 相 
关 信 息 列 出 。 从 这 些 形态 出 发 ， 进 行 下 一 步 所 有 可 能 的 转动 ， 此 后 ， 表 
将 两 步 得 到 全 新 形态 的 相关 信息 记录 下 来 。 

以 相同 方式 继续 ， 我 们 渐渐 记录 下 达到 所 有 可 能 形态 的 最 短路 径 信 
a (因为 ， 当 我 们 第 一 次 生成 一 个 形态 时 ， 不 可 能 有 更 短 的 转动 步 又 来 
得 到 它 )。 当 最 新 一 步 计算 无 法 再 产生 新 形态 时 ,终止 算法 。 我 们 确信 ， 
能 够 得 到 所 有 最 短路 径 的 长 度 , 同时 , 找到 所 需 还 原 步 又 最 多 的 魔方 形态 。 

理论 上 ， 这 个 方法 更 好 地 利用 了 已 逐步 保存 的 计算 结果 ， 比 上 一 个 
方法 速度 更 快 。 然 而 ， 由 于 信息 存储 量 过 大 ， 此 法 依然 不 可 行 。 想 要 完 
成 刚刚 描述 的 算法 ， 逐 步 计算 所 有 最 短路 径 ， 所 需 存 储量 是 地 球 上 所 有 
计算 机 硬盘 的 存储 量 总 和 ， 数 量 级 为 10” 字 节 1! 



































算法 的 功劳 


在 过 多 运算 和 过 大 存储 之 间 ， 必 须 找 一 个 折 中 的 办 法 。 托 马 斯 ， 洛 
ET, REEL. AE o: 戴维森 和 约翰. 戴 斯 里 奇 找到 一 个 办 法 ,证 明了 
20 步 就 是 将 魔方 从 最 复杂 形态 还 原 所 需 的 转动 步 数 。 他 们 通过 长 期 研 
究 和 一 系列 改进 措施 ， 乔 望 限制 问题 的 复杂 性 ， 同 时 ， 利 用 一 合 现代 化 
计算 机 的 存储 和 计算 能 力 ， 确 保 绝 不 超出 当今 技术 的 极限 。 
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student a rubiks master 








a 


魔方 最 经 典 的 变 体 是 2 x 2x 2 HEU; Ax 4x4 磨 方 的 复仇 5 x 5x 5 教授 魔方 。 
这 些 都 是 世界 魔方 协会 的 竞赛 项 目 。2008 年 上 市 的 6x6x6 魔 方 科 7x7x7 麻 
方 体 积 最 大 。2 x 2 x 2 魔方 的 形态 总 数 是 3 674 160 种 ,3x3x3 是 4.3x10 种， 
4x4x4 Æ 74x10? fh, 5x 5x5 Æ 2.8x 107^ 种 ,6x6x6 是 1.57x102 fp, 
7x7x7 是 1.95x10” 种 。 这 已 经 超过 了 可 见 宇宙 中 信息 量 的 比特 数 ! 魔方 的 
数 十 种 变 体 风 麻 全球， 包括 给 视 障 人 和 群 的 盲文 版 魔方 。 


http://cjonline.com/news/local/2010-11-05/wrhs 











利用 问题 的 对 称 性 可 以 略微 减 小 运算 规模 。 此 外 ， 将 问题 分 解 成 
数量 众多 的 子 问题 ， 凭 借 类 似 上 述 渐进 法 的 办 法 ， 一 台 计 算 机 的 存储 能 
力 就 足以 完成 整体 处 理 。 于 是 ， 问 题 就 被 分 解 成 2 217 093 120 个 子 集 ， 
各 自 包 含 19 508 428 800 种 形态 。 再 次 利用 对 称 性 ， 所 要 处 理 的 子 集 数 
量 还 可 减少 到 55 882 296 个 。 

最 复杂 情况 至 少 需 要 20 步 完 成 ， 科 溯 巴 算法 的 一 个 变 体 正 是 利用 
了 这 个 信息 。 从 1995 年 起 ， 人 们 便 知 道 少 于 20 步 无 法 还 原 某 些 形态 。 
因此 ， 对 于 给 定形 态 ， 只 要 找到 一 个 小 于 20 步 的 解法 ， 即 便 不 是 最 优 
方法 ， 我 们 就 不 再 费力 寻找 更 简短 的 路 径 了 。 

为 了 证 明 “20 步 足 以 还 原 最 复杂 形态 "”， 宛 长 的 运算 还 得 出 了 另外 
- 些 有 趣 的 信息 。 比 如 ， 所 需 步 数 的 平均 值 为 17.7 步 。 需 要 20 步 才能 
还 原 的 复杂 形态 比较 少见 ， 大 约 有 3 亿 种 。 这 意味 着 ， 如 果 随 机 抽取 ， 
出 现 这 种 复杂 形态 的 概率 少 于 一 千 亿 分 之 一 。 这 些 信息 让 我 们 认识 到 ， 
能 够 用 22 步 还 原 魔 方 的 魔方 达 人 已 经 十 分 接近 完美 境地 ， 着 实 值得 称 
赞 。 然 而 ， 尽 管 他 们 做 出 了 巨大 努力 ， 经 历 了 艰 天 训练 ， 却 仍然 无 法 发 
现 最 优 的 转动 步骤 。 
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曾 儿 何 时 ， 这 个 有 着 三 十 余年 历史 的 游戏 癌 全 体 计 算 机 科学 家 们 宣 
战 ， 人 研究 者 们 费 尽心 思 才 解决 了 最 复杂 形态 的 问题 。 魔 方 也 要 挑战 数学 
Ko HAT, Trpoc E 2t f CURE AR TR] CSS 1T ] HL BE UT TE DI La , 
勉强 接受 一 个 任何 数学 理论 家 部 无 法 质疑 、 却 也 无 法 手工 验证 的 结论 。 
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b. 几何 与 算术 的 桥梁 


有 时候， 几何 问题 会 超出 其 自身 范围 ， 
算术 与 代数 在 不 知 不 觉 中 现 身 ， 成 为 彻 辰 理 
解 图 形 及 其 相互 关系 的 必 经 之 路 。 本 章 各 主 
题 都 有 一 个 共同 点 ， 束 是 在 几何 与 数字 之 则 
染 起 桥梁 ， 展 现 了 数学 世界 的 完整 统一 。 





FERRI Aie 


息 形 ， 这 个 几何 基本 图 形 有 太 多 值得 数字 家 探 寺 的 地 
万 ， 在 几何 学 三 干 年 的 历史 中 也 未 能 尽 述 。 





没有 什么 比 窍 形 更 简单! 矩形 却 义 缠 藏 着 无 限 精 彩 ， 我 们 束 找 出 颇 
为 出 人 意料 的 几 个 问题 来 看 一 看 。 你 可 能 会 惊奇 地 发 现 其 中 很 多 都 前 所 
未 见 。 

我 们 就 从 基础 问题 开始 。 用 边 长 为 1 x2 WEEZER RRA 
一 个 边 长 为 整数 n 和 m 的 矩形 棋盘 ， 这 是 一 个 很 简 单 的 问题 。 硅 n 和 m 
都 是 奇数 ,棋盘 上 方 格 总 数 也 会 为 奇数 ， 因 而 无 法 窗 盖 。 奋 nn 或 者 m 为 
偶数 就 行 得 通 ， 只 和 需 按 照 n 或 者 m 为 个 数 的 情况 ， 水 平 或 者 垂直 地 摆 放 
骨牌 即 可 (参见 图 a )。 

















分 割 与 涂 色 


通过 将 棋盘 上 的 方 格 交 符 涂 成 两 种 颜色 的 方法 ， 所 有 下 类 问题 都 能 
得 以 解决 ， 从 边 长 为 nxm Cn 3X m 为 偶数 ) 的 和 矩形 中 拿 掉 两 个 1x1l 的 
方 格 ， 能 否 用 骨牌 覆盖 矩形 剩 下 的 部 分 ? 

如 条 拿 挥 颜色 相同 的 两 个 方 格 ， 例 如 两 个 处 于 对 角 位 置 的 方 格 ， 答 
采 是 否定 的 : 每 个 骨牌 窗 盖 一 个 黑色 方 格 和 一 个 日 色 方 格 ， 现 在 却 多 出 
同一 种 颜色 的 两 个 方 格 。 如 果 拿 挥 颜色 不 同 的 两 个 方 格 ， 少 了 两 个 方 格 
的 矩形 仍 能 被 骨 脾 覆盖 : 我 们 来 寻找 一 条 能 经 过 所 有 方 格 ， 而 且 能 回 到 
起 点 的 路 径 ( 该 路 径 在 n 或 m 为 偶数 的 情况 下 存在 ) WREE HAAN 
色 不 同 的 方 格 ， 剩 下 的 两 段 路 径 长 度 为 侦 数 ( 图 b 中 绿色 和 红色 )， 很 
4) CET UD i o 











106 第 三 章 ”几何 与 算术 的 桥梁 














T(1) T2) r(3) r(4) 





信 助 涂 色 的 推理 很 有 歼 , 有 时 也 很 微妙 。 因 此 ,虽然 140 是 4 的 倍数 ， 
怎样 证 明 1x 4 的 矩形 无 法 正好 覆盖 10 x 14 的 棋盘 呢 ? 我 们 给 棋盘 像 网 
c 那样 涂 上 四 种 颜色 。 将 一 个 1 x 4 的 矩形 垂直 或 水 平 放 在 涂 了 色 的 方 格 
上 上， 它 必 然 覆盖 两 个 同 颜色 的 方 格 和 两 个 另 一 种 颜色 的 方 格 。 假 设 我 们 
能 够 用 1 x 4 的 骨牌 覆盖 10x 14 的 棋盘 ， 以 绿色 格子 为 例 ， 被 覆盖 的 绿 
色 方 格 数目 就 应 该 是 偶数 。 由 于 有 35 个 绿色 方 格 ， 假 设 不 成 立 。 通 过 
同样 的 推理 也 可 以 知道 我 们 永远 无 法 用 1 x 4 的 矩形 窗 盖 6x6、6 x 10、 
6x14, 10x10, 10x14 的 棋盘 ， 以 及 所 有 (4n*2) x (4m+2) WEE, S 
管 其 中 的 方 格 总 数 都 是 4 的 倍数 。 


我 们 注意 到 ， 借助 涂 色 的 推理 并 不 能 证 明和 覆盖 问题 的 所 有 不 可 能 情 
Di. AIA - 康 威 和 杰 弗 瑞 ' 拉 加 利 亚 斯 在 仔细 研究 了 涂 色 论证 法 可 以 推 
导 的 结论 之 后 ， 于 1990 年 提出 了 一 个 问题 ， 他 们 证 明 无 法 用 涂 色 论证 
法 来 解决 。 

该 结论 不 是 关于 和 矩形， 而 是 关于 由 六 边 形 并 列 构成 的 图 形 TQ ( 参见 
图 d )。 康 威 和 拉 加 利 亚 斯 证 明了 和 车 n = 12k, 或 = Dk + 2, 或 n = 12k 
£9, 或 n = 12k + 11，7(n) 便 可 以 由 T) 拼接 而 成 。 而 其 他 情况 下 ， 
无 法 用 TQ) 拼接 成 T(n)， 然 而 ， 这 一 点 却 无 法 用 任何 涂 色 论 证 法 证 明 。 
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传递 定理 表明 : “ 知 一 个 矩形 能 以 其 他 若干 矩形 拼接 而 成 ， 且 拼接 所 
用 的 矩形 都 至 少 有 一 条 边 长 度 为 整数 ， 则 该 矩形 本 身 至 少 也 有 一 条 边 长 度 
为 整数 。” 

下 面 来 证 明 该 定理 。 设 和 矩形 边 长 为 4q 和 b， 由 各 自 至 少 有 一 条 边 长 为 整 
数 ( 整数 边 ) 的 若干 矩形 瓦 块 (可 能 互 不 相同 ) 拼接 而 成 。 假 设 z 和 1 都 不 
是 整数 ， 就 会 得 出 矛盾 ， 并 得 出 所 求 结 论 ( a 或 5 是 整数 ) 。 

(1) 在 大 矩形 上 画 出 由 边 长 为 1/2 的 
方 格 构成 的 棋盘 图 案 。 将 左下 角 方 格 i aaa" 
citas a a a 
CED AEDE 3 

KARWA —TERO HAERA EKF sy a EHI REDE: LRT i HJ A 
色 与 黑色 面积 相等 。 其 实 ， 其 整数 边 恰好 对 应 棋牌 上 偶数 个 方 格 (如 上 图 ) 。 

假设 边 长 为 c5 和 2 的 矩形 可 以 完全 被 至 少 有 一 个 整数 边 ， 即 覆盖 相同 白色 
和 黑色 面积 的 矩形 拼接 ， 就 可 以 推断 : 该 矩形 本 身 包含 相同 的 白色 和 黑色 
面积 。 

(2) 通 过 画 出 边 长 为 [a] 和 [5] 的 矩形 ( [x] 表 示 x 的 取 整 部 分 ， 比 如 
[3.14]=3 ) , 我 们 来 看 看 如 何 呈 现 整 个 矩形 。 以 下 图 左 为 例 ，[a]=4， 
[5]=5。 通 过 延长 其 两 边 ， 包 含 该 算 形 目 边 长 为 4 和 b 的 大 矩形 被 分 割 成 四 个 
和 矩 形 ， 分 别 记 作 A、B、C 和 D (参见 图 示 ) 。 和 矩形 A 由 包含 两 个 黑 方 格 和 两 
个 白 方 格 的 方块 组 成 ， 因 此 其 白色 面积 和 黑色 面积 相等 。 和 矩形 B 和 C 也 一 
样 ， 如 同 第 (1) 点 所 示 ， 因 为 它们 各 目 都 有 一 条 整数 边 。 现 在 ， 还 剩 下 小 
ÉD., 

(3)a 和 5b 痢 不 是 整数 的 假设 意味 者 |, 
[qa]<a<[a]j+1 且 [5]<5<[5]+1。 根 据 a 与 [a] 之 
二 
于 1/2， 总 共有 四 种 情况 要 考虑 ， 将 其 记 
作 D,、D,、D; 和 D,。 我 们 将 要 证 明 这 每 
一 个 和 矩形 的 黑色 面积 要 大 于 白色 面积 。 
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对 于 图 中 前 三 种 情况 ， 结 末 很 明显 。 对 于 D,， 则 需要 仔细 考察 。 就 
像 放 大 的 D, 中 看 到 的 那样 将 其 分 割 (下 图 ) ， 我 们 看 出 它 包 含 的 黑色 也 比 
日 色 多 。 图 中 ， 面 积 x 和 x* 相 等 ，y 和 y’ 相 等 ，z 和 z* 相 等 。t 就 是 DD, 中 多 出 的 
黑色 面积 。 





| a-[a]i1/2 | 





b- [b]»1/2 














(4) MJOKRUEEHSOKOE,. ZR EAIBUPABESCACT FA EHR. 1o E TRO DS 
中 的 结论 矛盾 ， 结 果 束 是 gq 和 465 都 不 是 整数 的 假设 不 成 立 ， 即 边 长 a 或 ?为 整数 。 








1x2 和 1x 3 EEH 


用 1x2 和 1x3 算 形 进行 拼接 似乎 很 容易 。 这 么 说 也 对 ， 也 不 对 。 
一 方面 ， 一 个 由 方块 并 列 构成 的 图 形 是 否 可 以 用 水 平 放置 的 1x2 和 拢 形 
和 垂直 放置 的 1x 3 和 矩形 拼接 而 成 ?根据 丹尼尔 ' 波切 、 莫 里 斯 尼 瓦 、 
RETO 雷 米 拉 和 迈克 ' BARE 1995 年 证 明 的 结果 ， 这 是 一 个 NP 
完全 问题 。 因 此 没有 任何 已 知 多 项 式 时 间 算 法 可 以 解答 这 个 问题 。 人 们 
AN, NP 完全 问题 在 现实 情况 中 无 法 解决 ， 因 为 ,解决 问题 所 需 的 时 
间 会 随 痢 数据 取 值 增 大 而 又 增 。 

另 一 方面 ， 尽 管 有 结论 指出 1x2 和 1x3 和 矩形 的 拼接 很 难 找到 ， 与 
此 同时 ， 另 一 个 结论 却 表明 这 类 拼接 有 时 候 又 很 容易 找 出 : 如果 我 们 不 
强求 必须 将 1x 2 XUEZKOERCEL ELT 1 x 3 矩形 垂直 放置 ， 情 况 就 会 完全 
不 同 。 没 有 水 平 或 垂直 限制 的 情况 下 ， 一 个 由 方块 并 列 构成 的 图 形 是 否 
可 以 用 1x2 和 矩形 和 1x3 算 形 拼接 而 成 ? 雷 米 拉 解决 这 个 问题 所 需 的 时 间 与 
待 拼接 图 形 中 的 方块 数目 成 正比 , 也 就 是 说 , 很 快 就 能 找到 答案 (参见 图 e) 

这 两 个 结论 的 证 明 较 为 复杂 ， 我 们 将 不 做 展开 。 然 而 证 明 过 程 却 阐释 
了 一 个 理念 : 算法 的 介入 赋予 了 几何 学 全 新 的 含义 。 数 学 家 总 是 出 于 好 奇 
心 不 断 拓展 他 们 的 研究 疆域 。 
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多 米 话 骨 有 牌 或 者 由 硅 干 正方 形 并 列 组 成 的 一 般 多 边 形 块 的 拼接 问 
题 ， 其 意义 不 仅 在 于 趣味 性 。2008 年 ， 位 于 格 勒 诺 布 尔 的 法 国 国家 信 
县 与 日 动 化 研究 所 CINRIA ) 人 研究 员 大 卫 : 范 德 海 格 和 索 特 利 尔 大 学 的 
维克托 奥 斯 特 罗 姆 科 夫 以 多 边 形 块 拼接 的 矩形 为 基础 设计 了 一 种 图 形 
表示 方法 ， 可 以 得 到 更 好 的 美学 效果 。 将 一 幅 图 像 分 割 成 不 太 规则 、 排 
INRE "ERR. ROR kE h EE DIS TS IX, H TE A LU] S 3e WU ped 28 
所 形成 的 编码 方式 要 好 很 多 。 如 何 根据 用 给 定 多 边 形 块 拼接 而 成 的 矩形 
(3H vEAK * 珊 德 在 20 世纪 90 年 代 对 此 仔细 进行 过 研究 )， 推 衍 出 用 该 多 
边 形 块 拼接 其 目 身 形状 的 方法 〈 人 参见 网 f 和 g)。 重 复 多 次 这 样 的 拼接 ， 
能 很 容易 将 任何 矩形 分 割 成 尽 可 能 精细 的 不 规则 “像素 ”。 

以 矩形 拼接 矩形 ， 并 对 之 醒 提 到 的 10 x 14 矩形 拼接 问题 进行 推广 ， 
下 面 就 是 此 类 拼接 谜 题 中 最 简单 的 一 让 题 :“ 用 奋 干 个 axz 的 小 矩形 ， 
在 什么 情况 下 可 以 恰巧 填 满 一 个 nxm 的 大 矩形 On, m, adl b 32g 
数 )? ”尼古拉斯 德 布 鲁 因 和 大 卫 : vibrat 1969 年 解答 了 这 个 问题 。 
当日 仅 当 下 面 三 个 条 件 同 时 满足 时 ,和 矩形 nxm 可 以 被 a x b BJXEJE TS T: 

(1) nm 为 ab 的 倍数 ; 

(2) n 和 m 均 可 写成 4 与 5 和 的 形式 ; 

(3) nn 或 m 为 a 的 倍数 ， 且 nn 或 m 为 5 的 倍数 。 
































ARRIER HIREA 


我 们 来 仔细 思考 一 下 这 三 个 条 件 。 条 件 (1) 显然 是 必须 的 。 条 件 (2) 
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ib ARABI, DEAPESEÉBHREZIUNGL. IBBRROKKOEASRBEJ n 的 边 ， 应 该 
有 a 与 5 之 和 的 形式 来 表示 n， 例 如 2at5b5。 对 m 亦 然 。 条 件 (3) 也 是 
必须 的 ， 但 必要 性 没 那 么 一 日 7 然 ， 否则， 该 结论 早 在 1969 年 以 前 就 
应 该 得 到 证 明了 ! 我 们 注意 到 ， 知 满足 条 件 (3)， 有 可 能 n 既是 a 的 倍 
数 又 是 的 倍数 ， 那么 m 则 可 以 既 不 是 a 的 倍数 也 不 是 5b 的 倍数 。 我 们 
稍 后 再 回 到 条 件 (3)。 

这 里 有 几 个 应 用 实例 ,来 说 明 德 布 鲁 因 和 克拉 那 尔 所 得 结论 的 意义 。 
涂 色 论证 方法 证 明 用 1x 4 REJÉZGUE DEBE 10 x 14 矩形 ， 即 之 前 所 述 的 不 
可 能 性 。 该 结论 不 足 为 奇 ， 通 过 一 般 定 理 也 能 得 出 ; 而 n 和 m 都 不 是 4 
的 倍数 ， 条 件 (3) 不 满足 。 

1 x 10 矩形 能 否 拼 接 成 16 x 25 矩形 ? 这 里 也 是 条 件 (1) 和 (2) 满足 ， 
而 条 件 (3) 不 满足 。 答 案 为 否定 。 

7x3 XJÉ BE G DEBER, 21x 11” 条 件 (D) 和 (3) 满足， 而 条 件 (2) 不 
WE: 11 不 能 通过 〈 零 个 、 一 个 或 多 个 ) 7 与 ( 零 个 、 一 个 或 多 个 ) 3 
求 和 和 得到。 答案 为 否定 。 

4 x IOXUÉBE G DEAN. 22 x 20 EJECZR ÉL h)? 条 件 (1) 和 (3) 满足 ， 
由 于 22=10+4+4+4， 条 件 (2) EWE. CAE HE: 请 读者 自己 找 出 拼 
接 方法 ! 
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特性 的 传递 


Jy TUEK a x b JEJE DEBE n x m XEOJE AU E ARTE). RETK 
到 下 面 这 一 定理 ， 名 为 “传递 定理 ”: 
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“EIEH R fib VA R P] 4E7Ó Kod E, LEENE KLAR 
d —4ihd RUXEAK, MEK R 本 身 也 至 少 有 一 条 边 的 长 度 为 整数 ，” 

每 一 个 用 来 拼接 的 小 矩形 都 “至 少 有 一 条 边 的 长 度 为 整数 ”"， 这 条 
性 质 由 小 矩形 传递 到 了 拼接 而 成 的 大 和 矩形。 证 明 这 条 性 质 可 一 点 也 不 简 
单 〈 人 参见 “传递 定理 ”)。 

从 很 多 方面 而 言 ， 该 结论 都 别 具 意 义 。 第 一 个 证 明 方法 采用 了 双重 
积分 计算 。1985 年 ， 休 “蒙哥马利 对 已 知 证 明 方 法 的 复杂 性 感到 十 分 
惊讶 ， 于 是 ， 在 一 次 美国 数学 家 协会 的 会 议 上 ， 他 有 奶 请 同僚 们 找 出 更 简 
单 的 证 明 。 几 个 月 之 后 ， 斯 坦 : 瓦 根 发 表 了 一 篇 有 14 种 证 明 方法 的 论 
X! “传递 定理 ”给 出 了 其 中 的 一 种 。 一 定 要 聚精会神 地 看 ， 这 是 一 个 
完全 图 形 化 的 证 明 方 法 …… 用 的 也 是 涂 色 法 。 

面 对 同一 个 复杂 结论 的 多 种 证 明 方 法 ， 大 家 也 能 趁机 思考 一 下 数学 
家 们 经 常 提 出 的 问题 : 什么 是 好 的 证 明 方 法 ”什么 才 是 特定 结论 最 优美 
的 证 明 方 法 ? 是 否 可 能 有 一 致 公认 的 最 佳 证 明 方法 ? 

传递 定理 的 情况 尤其 丰富 多 彩 。 人 们 就 最 优 证 明 方法 各 抒 已 见 。 有 
些 证 明 很 短 ， 却 需要 具备 罕 为 人 知 的 预备 知识 。 有 些 证 明 很 容易 推广 ， 
似乎 蕴藏 着 很 大 的 潜力 。 然 而 ， 由 于 存在 各 种 各 样 可 行 的 推广 方法 ， 把 
推广 作为 标准 来 甄选 最 佳 证 明 方 法 ， 也 无 法 取得 一 致 公认 的 结论 : 对 最 
佳 证 明 的 见解 因 人 而 异 。 

在 众多 针对 和 矩形 的 传递 定理 推广 中 ,我 们 引用 两 个 颇 为 有 趣 的 例子 ， 
它们 指出 了 即便 在 几何 学 里 ， 数 论 也 有 用 武之 地 ( 稍 后 介绍 的 男 一 个 结 
论 也 证 实 了 这 一 点 ) 第 一 个 很 简单 ， 第 二 个 则 不 然 。 


口 “ 有 有 理 数 边 长 ”性 质 的 传递 ， 厂 矩 形 R 能 以 一 系列 和 矩形 瓦 块 拼 
接 而 成 ， 且 每 一 个 矩形 瓦 块 都 至 少 有 一 条 边 的 长 度 为 有 理 数 (B 
为 pa WER, p 和 9 均 为 整数 )， 则 和 矩形 R 也 具有 这 一 性 质 。 
O “ARAZOEK” EEEE: AIEE R 能 以 一 系列 和 矩形 瓦 块 拼 
接 而 成 ， 且 每 一 个 矩形 瓦 块 都 至 少 有 一 条 边 的 长 度 为 代数 数 ( 即 
整数 系数 多 项 式 方程 的 根 )， 则 和 矩形 R 也 具有 这 一 性 质 。 
3&1 Te EE OÓEEUE HI a x b XEJE DERE n x m XEJE IST 388: 8] PE Jos. (3) 问 
题 。 在 拼接 方式 存在 ， 则 必须 一 方面 半 或 到 是 da 的 倍数 ， 另 一 方面 ，7 
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或 m 是 。b 的 倍数 。 确 实 是 这 样 吗 ? 

下 面 的 推理 证 明了 的 确 是 这 样 。 取 一 个 由 ax5b 和 矩形 拼接 而 成 的 
nxm 矩形。 我 们 对 其 进行 被 称 为 “位 似 ” 的 操作 ,将 所 有 尺寸 缩小 a 售 ， 
于 是 就 得 到 由 拥有 一 条 整数 边 的 1 x (b/a) 矩形 拼接 而 成 的 (na) x (ma) 
和 矩形。 根据 传递 定理 ,n/a 或 ma 本 里 也 是 整数 ,于 是 nn 或 m 为 a 的 倍数 。 
同 理 , n xX m y b 的 倍数 。 这 正 是 我 们 想 要 的 结论 。 





2. 者 名 的 分 割 方法 








一 个 著名 的 矩形 分 割 问 题 引 发 了 大 量 相关 人 研究 ， 即 是 否 可 以 用 大 小 各 
不 相同 的 正方 形 来 拼接 成 一 个 和 矩形 ( 或 正方 形 ) 。 

在 斯 图 尔 特 ' HETERZEBJPUs E. ( http://www.squaring.net ) 可 以 找到 与 
该 主题 相关 的 所 有 信息 : 历史 、 详 细 结论 、 最 新 研究 。 以 下 是 该 问题 的 三 
| 

(1) 以 正方 形 来 拼接 正方 形 ， 并 且 ， 对 拼接 中 所 用 正方 形 进行 任意 
其 他 组 合 都 无 法 得 到 矩形。 例如 (图 中 ) “无 矩形 ”的 23 x 23 正 方形 拼 
Bi, 19994E, FA - 加 比 尼 在 马赛 的 博士 论文 答辩 就 选用 这 个 题目 。 论 文 
给 出 了 解决 此 类 问题 的 有 效 算法 ， 人 研究 结果 也 揭示 了 很 多 新 的 正方 形 拼 接 
方法 。 拼 接 正 方形 所 用 的 大 小 不 同 的 正方 形 的 最 小 数目 是 21。 杜 维 斯 过 恩 
在 1978 年 发 现 该 结论 ， 并 证 明 21 已 经 是 最 小 数字 ， 并 且 用 21 个 正方 形 拼接 
H7 iE Xe HE— H3 s 

(2) 以 大 小 不 同 的 正方 形 来 拼接 正方 形 ， 却 不 是 在 平面 上 ， 伊 恩 . 斯 图 
尔 特 在 莫 比 马 斯 带 上 正方形 两 边 反 辐 相 接 ) 或 环 面 上 (上 下 边 以 及 左右 
边 分 别 方向 不 变 地 相 接 ) 进行 尝试 : 按照 第 头 重 芭 的 方式 将 边 相 接 。 

(3) 弗 雷 德里 克 ， 享 勒 和 往 姆 斯 ， 亨 勒 在 2008 年 证 明了 一 个 让 人 吃惊 的 
结果 : 用 所 有 边 长 分 别 为 1 2, 3, …, 7 的 正方 形 ， 且 每 个 只 用 一 次 ， 可 以 铺 











满 整个 平面 。 如 图 是 这 种 拼接 方法 的 (简单 ) 开始 。 
quum 











z 
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3. 以 相似 矩形 拼接 一 个 正方 形 

给 定 边 长 为 1 的 正方 形 ， 可 以 很 容易 看 出 ， 对 于 任意 
有 理 数 p/qg(p 和 gq 均 为 正 整 数 ) ， 都 能 以 比例 为 1 x (p/q) 的 
定形 拼接 成 该 正方 形 。 这 是 由 于 我 们 知道 如 何以 9 x po. 
形 拼接 成 边 长 为 pg 的 正方 形 ， 因 为 定理 中 的 三 个 条 件 都 
满足 。 例 如 ， 对 3/5 比 例 的 拼接 方法 。 

很 自然 ， 问题 是 怎样 的 实数 :， 能 使 比例 为 1 x (BAR 
形 拼 接 成 边 长 为 1 的 正方 形 。 

为 有 理 数 时 ,除了 一 些 十 分 规则 的 拼接 方法 之 外 ， 也 有 可 能 实现 其 他 
拼接 方法 。 例 如 ， 是 否 有 如 下 图 那样 由 三 个 相似 矩形 构成 的 拼接 方法 ? 

假设 可 能 ， 并 将 三 个 矩形 的 宽 与 长 之 比 记 作 t。 棕 色 和 矩形 的 宽 为 {f。 黄 色 
矩形 边 长 为 1-t 和 zt(1- 四 。 通 过 减法 ， 得 出 榜 色 和 矩形 边 长 为 1-t(1-- 办 和 1-t。 如 
果 最 后 这 个 矩形 有 恰当 的 比例 ， 最 终 构造 将 十 分 完美 ， 即 : WREE- 
[1-t(1- 人 四， 由 此 得 出 8-f+2t-1=0。 

这 是 一 个 三 次 多 项 式 ， 拥 有 唯一 实数 根 0.569840291…。 这 就 是 用 于 拼 
接 正 方形 所 需 的 矩形 的 准确 比例 。 

我 们 得 出 一 个 拥有 整数 系数 的 多 项 式 ， 这 并 非 巧 合 。 以 大 小 不 同 但 比 
例 相 同 的 矩形 来 拼 出 正方 形 ， 无 论 采 取 何 种 拼接 方法 ， 结 论 都 会 是 : 边 长 
比例 1 为 某 一 整数 系数 多 项 式 方程 的 解 。 更 令 人 惊讶 的 是 ， 首 命题 也 基本 成 
立 。 其 实 ， 克 里 斯 RR, Jp 里 纳 、 米 克 罗 斯 . 拉 斯 科 维 奇 和 乔治 
塞 凯 赖 什 已 经 证 明了 下 面 这 个 重要 的 结论 : 

“ 当 且 仅 当 上 为 代数 数 〈 即 整数 系数 多 项 式 的 根 ) ， 且 其 极 小 多 项 式 
(也 称 最 小 多 项 式 ) 的 所 有 根 的 实 部 为 正 数 时 ，1 x EIE IAEE n] LA 
拼接 成 正方 形 。” 

“ 极 小 多 项 式 的 所 有 根 的 实 部 为 正 数 ”， 这 个 条 件 实在 令 人 费解 ， 似 
乎 不 能 用 简单 的 几何 方法 阐释 清楚 。 


























t(1-t) 1-t(1-t)-(1-t)/t 
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佛 雷 凌 与 里 纳 在 1994 年 ， 拉 斯 科 维 奇 与 塞 凯 赖 什 在 1995 年 分 别 独 
立 证 明了 一 个 惊人 的 结论 ， 指 出 窍 形 拼接 这 个 人 简单 问题 将 不 可 避免 地 鹤 
扯 出 代数 数 ( 即 整 数 系数 多 项 式 方程 的 根 ， 例 如 y2 是 x=2 的 根 )， 以 及 
极 小 多 项 式 ( 根 为 代数 数 x 的 最 低 次 多 项 式 ) 的 概念 。 下 面 就 是 将 我 们 
从 和 矩形 引领 到 数论 领域 的 重要 结论 : 

“ 当 有 上 且 仅 当 1 为 代数 数 ， 且 其 极 小 多 项 式 的 所 有 根 ( 茶 些 根 可 能 是 
复数 ) 的 实 部 为 正 数 时 ，1 xt 适 形 的 相似 矩形 可 以 拼接 成 正方 形 (参见 
“以 相似 矩形 拼接 一 个 正方 形 ”)。” 


值得 注意 的 是 ， 该 定理 有 着 奇特 的 推论 ， 比 例 为 1 xy 的 矩形 无 
法 拼接 成 正方 形 ， 而 比例 为 1x (29/2 ) 的 矩形 则 可 以 。 事 实 上 ， 一 方 
面 /3 的 极 小 多 项 式 是 xw*-2， 其 两 个 复数 根 的 实 部 为 负数 ， 另 一 方面 ， 
(19/2 ) 的 极 小 多 项 式 是 (x-1)=2， 其 复数 根 的 实 部 为 正 数 。 

在 有 关 和 矩形 的 简单 论断 中 ， 萨 称 埃 ， 


AK: 马尔 特 比 在 1992 年 证 明了 一 条 独特 
完全 重合 的 三 部 分 ( 即 形状 和 面积 完全 相 
等 )， 这 可 行 吗 ? 当然， 图 i 中 的 分 割 方法 
A 对 任何 矩形 都 成 立 (可 以 推广 至 将 矩形 MEM 
4 S A n] RUERHJ nuo, Hn21) 
当 长 宽 比 为 3/2 时 ， 还 有 分 割 方法 Bo 

马尔 特 比 定理 的 证 明 会 写 满 十 几 张 纸 ， 和 定理 证 实 了 在 这 两 种 显 而 兄 
见 的 方法 之 外 ， 不 存在 任何 其 他 “ 甜 形 三 分 法 ”。 如 果 土 地 所 有 人 想 把 
目 己 的 矩形 田地 完全 平均 地 分 给 三 个 孩子 的 话 ， 留 给 他 们 的 田地 也 只 能 
是 定形 的 了 |! 























等 面积 三 角形 分 割 


让 我 们 用 保罗 . 家 斯 基 的 一 个 复杂 定理 ( 陈述 起 来 却 很 蚀 单 ) 来 结 
束 这 段 有 关 和 矩形 最 新 结论 的 小 小 探索 吧 : 
“车 正方 形 (REW ) 能 以 等 面积 三 角形 拼接 而 成 ， 那 么 三 角形 的 
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数目 为 偶数 。 


1999 4E, RIRE - 施 泰 因 将 这 个 可 妃 溯 到 1970 年 的 结论 推广 至 由 
奇数 个 正方 形 组 成 任意 多 边 形 块 的 问题 。 他 指出 ， 无 法 将 该 无 穷 形 状 
集合 中 的 每 一 个 元 系 神 分 割 成 奇效 个 等 面积 三 角形 …… 这 真 让 人 难以 
PETH! 

TE GEMPA) AE, RATE vios 8f A e st. n] EIRA ER , 
REK EERE, WMR PEMA, KRETE ACE 
DERRER ME, WORTRHIAAGUEBIDUSS SUA, EEA H 
M—F EARJE E, ERENT RR. 
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Donna Bise, Gamma Liaison 


数字 目 动 机 


艾 力 元 ' 安吉 利 尼 制定 出 简单 规则 ， 将 一 个 数列 转化 为 
另 一 个 数列 ， 一 个 怪诞 又 美妙 的 世 弄 从 此 涌现 。 


说 以 本 章 向 马丁 . 加 德 纳 致 数 ， 他 于 
2010 年 5 月 22 日 逝世 ， 享 年 95 岁 。 在 
其 研究 的 近 千 个 课题 中 ， 加 德 纳 让 人 们 认 
识 了 “生命 游戏 ”中 的 细胞 自动 机 。 直 到 
今天 ， 人 们 还 在 继续 着 相关 研究 ， 而 加 德 
纳 本 人 也 就 此 贡献 了 不 少 笔 墨 。 他 一 生 闭 
作 全 70 本 ! 本 章 描 述 了 一 个 类 似 生 命 游 
戏 中 那样 的 一 维 自 动机 。 我 们 对 这 个 游戏 
知之 其 少 ， 只 知道 它 看 起 来 很 有 意思 ， 而 
且 充 满 数 学 奥秘 。 而 马丁 ， 加 德 纳 却 能 完 
全 识破 其 中 的 奥秘 ， 并 以 无 限 的 才华 和 热 
情 将 其 分 享 给 数 百 万 读者 。 





马丁 。 Ane E Susie AUR 


优秀 的 数学 洲 戏 一 定 基于 无 需 任 何 抽象 知识 的 简单 原理 。 基 本 规则 
应 该 尽 可 能 衍生 出 简单 的 组 合 或 几何 操作 一 一 娱乐 性 第 一 。 最 后 , 一旦 
原理 确定 ， 各 种 难度 的 合理 问题 就 应 随 之 出 现 。 

这 些 问题 会 户 使 感 兴趣 的 人 心甘情愿 地 投入 大 量 时 间 ， ~EB EW, 
就 会 花 上 几 个 小 时 、 几 天 时 间 ， 甚 至 有 人 为 此 耗费 毕生 精力 。 六 角 折 纸 
(1956 年 12 月 ， 蕊 丁 ， 加 德 纳 在 《科学 美国 人 》 上 首 篇 文 草 的 主题 )、 
约 方 、 几 何 分 制 、 数 独 、Taquin 就 是 这 样 的 数学 游戏 ， 让 好 奇 的 人 们 如 
疾 如 醉 ， 也 为 他 们 市 来 长 时 间 的 乐趣 。 


3L JJ 96 * 安吉 利 尼 是 数学 游戏 的 爱好 者 和 发 明 家 。 我 们 将 会 在 别 的 
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地 方 介绍 一 些 他 的 发 明 ， 其 中 包括 质数 概念 的 一 条 推广 (CR DURS C 
蝎 数 列 及 其 他 发 明 》)。 近 来， 他 提出 了 一 个 细胞 目 动 机 ， 虽 然 研 究 沿 不 
完整 ， 却 成 果 顾 让。 下 一 次 ， 在 假日 里 百 无 聊 赖 的 时 候 ， 你 就 可 以 找 点 
儿 事 做 了 。 


安吉 利 尼 把 他 的 游戏 叫 作 SoupAutomat。 如 果 你 在 网 上 搜索 
SoupAutomat INAT, 除了 你 要 找 的 页 面 ， 还 会 出 现 一 条 搜索 结果 问 
你 建议 23 种 番茄 汤 荣 谱 ! 


并 戏 规则 
从 一 个 由 空格 (有 时 也 用 点 表示 ) 分 隔 的 数字 序列 开始 ， 推 衍 出 一 
个 新 的 数字 与 点 的 序列 。 


“ 增 量 移动 法 则 ”规定 每 个 偶数 回 右 移动 与 其 数值 相应 的 空格 数 ， 
并 在 移动 到 相应 位 置 时 ， 数 值 增加 1(a)。 
















































































































































































a DODD 一 -DO 5 POD — ONCE 
一 12 3 4 = 3 2 1 
e ODE OO d OPO 
0 987 654321 


对 于 奇数 规则 相同 ， 只 是 移动 方向 向 左 。 于 是 3 就 变 成 4(b)。 

当然 ，0 的 位 置 不 变 ， 但 数值 变 成 1(c)。 

请 注意 ，9 变 成 10 后 ， 就 成 为 两 个 数字 并 占据 两 个 空格 (d)。 

耕 多 个 数字 到 达 同 一 个 格子 ， 其 值 相 加 ， 夺 和 超过 9， 就 像 (e) 这 样 
写 在 多 个 格子 里 。 
3 — 9 f 



































































































































一 pp— A -a4— 
1234 56? 8 123 4 5 6 
[sr LLLI TTL TLTOBIBICTT TS 
3 2 1 5 4 3 2 1 
4 -十 一 — B 
Coe OSCECEDBSCCETTETG 






























































注 1 ÆA “soupe aux tomates” 的 拼写 和 读音 与 SoupAutomat 相似 。 一 一 译 者 注 
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这 还 未 结束 ， 因 为 还 要 预计 到 达 每 个 格子 的 〈 可 能 是 多 个 ) 数字 之 
间 如 何 相互 影响 。 人 例如， 考虑 两 个 相 邻 的 格子 AB. 

假设 初始 行 应 该 在 格子 A 中 得 到 13( 因为 假设 左边 六 个 位 置 有 一 
个 6， 移动 后 变 成 7， 右 边 5 个 位 置 有 一 个 5， 移 动 后 变 成 6， 相 加 得 
13 )。 同 样 ， 格 子 B 中 得 到 7 (左边 6 个 位 置 有 一 个 6) (f. 

对 于 新 一 行 ， 就 需要 将 13 和 7“ 合 在 一 起 ”。 安 吉利 尼 提 出 数字 的 
苔 加 应 该 依照 从 左 疝 右 进 位 的 加 法 规则 ， 于 是 得 到 110(g)。 

当 一 列 的 和 超过 9 (比如 12 )， 就 记 下 1, 将 2 进位 到 右边 的 下 一 
个 格子 ， 再 计算 其 结果 。 

这 样 的 加 法 规则 有 些 别 扭 ， 但 它 的 优点 是 相对 通常 回 左 进位 的 加 法 
更 加 容易 执行 ， 也 更 容易 编程 。 

读者 可 以 通过 检验 以 下 变换 的 正确 性 来 练习 一 下 (h)。 

















g | n ORAA 


| Eam | | 
ERR- 7- CERERE 

RARER O0, AEA CUMAR, ERLA 
布 形状 (参见 “数字 0 的 生命 力 ”)。 

数字 0 是 难以 渗透 的 动力 源 果 , 代 代 相连 能 呈现 出 越 来 越 复杂 的 图 案 。 

数字 瀑布 的 一 般 形态 可 以 简 述 如 下 : 从 只 有 数字 0 开始 ， 数 列 一 点 
点 增长 ， 并 同时 慢 慢 癌 左 移动 。 增 长 和 回 左 移动 都 很 规则 。 活 动 部 分 越 
来 越 大 ， 从 远 处 观察 显得 相当 均匀 一 致 。 

若 采用 其 他 初始 状态 ， 我 们 往往 也 可 以 得 到 与 数字 0 所 限定 的 类 似 
动态 行为 : 规则 增长 并 逐渐 问 左 移动 。 一 个 局 发 性 推理 一 一 即 能 说 明 问 
题 却 并 不 严格 的 推理 ， 对 向 左 移动 给 出 了 如 下 解释 : 

口 数字 2、4、6、8 WAR FKA] (2+4+6+8)/4=5; 

口 数字 1、3、5、7、9 的 结果 平均 向 左 移动 (1+3+5+7+9)/5=5; 

D 虽然 平均 移动 相等 ,但 5 个 数字 向 左 而 4 个 数字 回 右 ， 知 按照 

前 理 ， 得 到 一 个 特定 数字 的 概率 在 9 个 数字 之 间 变 化 不 大 ,我 
们 就 应 该 能 观察 到 活动 部 分 整体 向 左 移动 。 
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a OTI] b ^ 
H-HseH-HH M: 
HAHHA 2  。 
CB —, 2 
LL4LLLLLU 5 
A T si T] 6 " 
Lie AN a | 
LLLLLLILPI I 9 
B----H-Hs 
ATTE 2,1 
*é | 
6 5 
6 7 
8 7 
E 9 
10 9 
5 31 
25 
6 3 
4 7 
8 5 
9 
10 7 
$1 B 
23 3 
13 
425 
35 
64 7 








数字 0 的 生命 力 。 整 效 0 KELNE 安吉 利 尼 定 下 的 细胞 日 动机 规则 能 
爆发 出 极其 复杂 的 动态 , 今天 我 们 仍 无 法 精确 确定 其 进展 方式 ( 没 人 能 说 得 出 
第 一 万 亿 代 的 第 一 个 整数 是 什么 ) 相反 , 变化 的 一 般 形 态 看 起 来 比较 容易 预测 ， 
即 活 动 部 分 呈现 规则 增长 及 向 左 移 动 。 











类 似 的 局 发 性 推理 也 得 出 了 针对 规则 增长 的 结论 : 一 般 来 说 ， 我 们 
应 该 得 到 图 案 一 代 代 增长 。 

司 发 性 推理 尽管 能 帮助 我 们 理解 并 预测 这 些 过 于 复杂 而 无 法 严格 精 
确 地 处 理 的 数 子 现象 , 但 碰 到 一 些 特殊 情况 时 , 推理 也 会 得 出 错误 结论 。 
石 我 们 不 加 小 心 ， 所 得 结论 与 观察 结 来 束 会 完全 相反 。 





已 观察 到 ， 却 尚未 证 明 


至 今 ， 从 未 发 现 过 任何 不 是 向 左 移 动 的 例外 情况 ， 然 而， 状态 是 否 
能 增长 却 未 被 系统 地 证 实 过 。 用 来 练习 加 法 的 状态 就 是 一 个 没有 增长 的 
特殊 情况 : 同一 行 数字 规则 地 重复 并 向 左 移动 ( 参见“ 舰 船 状态 ”)。 

更 准确 地 讲 ， 从 18……79 那 一 行 开始 ， 每 经 历 9 代 ， 同 样 的 图 案 
会 再 次 出 现 ， 并 向 左 移动 5 格 。 我 们 称 其 为 “快艇 ”， 或 “ 舰 船 ”。 由 
于 相同 的 行 会 周期 性 重复 出 现 ， 就 不 再 有 增长 。 今 天 ， 我 们 实际 上 对 
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SoupAutomat 的 整体 性 质 还 是 没有 确切 认识 ， 仍 存在 很 多 问题 。 我 们 挑 
出 一 些 最 简单 的 ， 一 个 一 个 地 来 看 看 : 

口 问 左 移动 ? 

可 以 观察 到 ， 无 论 初 始 行 如 何 ， 所 有 状态 都 癌 左 移动 。 从 没有 人 发 
现 过 回 右 移动 的 情况 。 但 是 ， 既 不 能 断言 没有 特例 ， 也 不 能 断言 数学 方 
法 无 法 证 明 任何 状态 都 回 左 移动 。 谁 能 解答 这 个 看 似 简 单 的 难题 ? 

O 移动 的 速度 总 相同 吗 ? 

在 典型 情况 下 ， 活动 部 分 的 中 心 、 左 边 和 右边 都 在 移动 。 对 这 三 个 
标记 ， 移 动 似 乎 订 循 着 某 种 规律 。 我 们 可 以 证 明 这 一 点 吗 ? 或 者 ， 能 否 
至 少 详细 描述 移动 速度 的 统计 性 质 ? 

请 注意 : 奉 存 在 特征 性 的 速度 ， 也 并 不 适用 于 所 有 状态 ， 正 如 我 们 
稍 后 会 看 到 的 舰 船 ， 其 移动 速度 是 变化 的 。 对 移动 速度 的 统计 结果 仅 在 
一 般 情况 下 成 立 ， 而 且 有 不 符合 规则 的 例外 。 
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TELELEL] 
a aS s 4 E aci 
13 1313 13 


sasas 0 53*sQ P 





A 
舰 船 状态 。 舰 船 状态 由 4444…… 5555 生成 (也 可 以 由 整数 4213 生成 )， 从 
18……79 那 一 行 开始 自生 重复， 每 9 代 移 动 $ 格 。 整 数 13、1313、131 313、 


13 131 313、1 313 131 313 都 各 目 能 生成 舰 船 状态 。 而 131 313 131 313 则 不 是 
这 样 ， 它 很 快 承 和 目 行 毁 灭 了 (同时 毁灭 了 前 面 的 舰 船 )。 寺 勒 ， 埃 斯 波 效 多 法 
莱 斯 以 系统 性 的 方法 寻找 舰 船 状态 他 取 从 0 到 250 000 的 所 有 整数 计算 了 其 
120 代 变 化 ， 找 出 了 多 种 类 型 的 舰 船 。 网 站 http:/www.cetteadressecomportecinqu 
antesignes.com/AutomateNBR03.htm 上 有 更 详细 的 信息 。 
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Q 移动 的 最 大 速度 ? 

日前 ， 观 察 到 的 最 快 移动 速度 是 每 4 代 移 动 7 格 ， 即 7/4=1.75 C 
见 舰 船 P4D-7 )。 这 和 远 小 于 理论 上 的 速度 极限 ， 即 每 代 移 动 9 格 。 速 度 
能 否 超 过 7/4 ?能 否 证 明 无 法 再 提高 ?对 于 最 小 速度 也 有 同样 的 问题 。 

口 活动 部 分 的 密度 ? 

活动 部 分 呈现 的 一 般 外 形 相 当 均 习 。 这 
空格 子 的 平均 密度 、 取 值 的 平均 仁 、 数 字 分 
此 领域 的 “统计 物理 学 ”来 研究 。 

我 们 来 看 看 到 目前 为 止 最 为 人 所 熟知 的 状态 : 舰 船 。 














些 区 域 的 参数 是 什么 : dE 
布 是 否 均 等 ? — SUP 





入 种 船 …… 或 者 更 多 ? 


第 一 个 舰 船 状态 是 由 道格拉斯 .麦克 内 尔 发 现 的 ， 由 整数 13 得 来 ， 
极其 价 单 (参见 “ 舰 船 状态 ”)。 如 之 前 所 述 ， 这 是 一 个 每 9 代 回 左 移动 
5 格 的 舰 船 形态 。 我 们 称 这 是 一 个 P9D-5 WAA CP 代表 周期 是 9，D 
代表 移动 -5 )。 

整数 1313、131 313, 13 131 313 和 1 313 131 313 也 都 生成 P9D-5 
型 舰 船形 态 , 但 131 313 131313 却 又 生成 逐渐 增长 的 标准 图 样 。 

道格拉斯 . 麦克 内 尔 和 吉 勒 : 埃 斯 波 效 多 法 羔 斯 的 研究 得 以 找 出 六 
种 类 型 的 舰 船 : P9D-5、P16D-11、P6D-6、P4D-7、P26D-15、P18D- 
10。 我 们 既 不 知道 是 否 存 在 其 他 类 型 的 舰 船 ,也 不 知道 是 否 存 在 无 穷 多 种 
不 同类 型 的 舰 船 。 要 知道 ， 到 目前 为 止 ， 所 有 人 研究 都 未 曾 发 现 过 纯粹 的 
周期 性 图 案 (不 动 的 舰 船 )， 也 没有 发 现 回 右 移 动 的 舰 船 。 

不 过 ， 埃 斯 波 效 多 法 羔 斯 实现 了 一 种 方法 ， 可 以 给 出 任意 长 度 的 舰 
将 ， 该 方法 并 不 仅仅 是 将 相同 的 舰 秀之 间 的 距离 拉 远 (参见 “加 长 舰 船 
和 加 德 纳 舰 船 ”)。 

值得 注意 的 是 ， 既 然 我 们 并 不 了 解 增 长 状态 的 变化 行为 的 细节 ， 也 
就 永远 无 法 确保 这 些 状态 是 否 总 会 继续 增长 ， 或 者 其 包含 数字 的 数目 是 
否 会 无 限 增加 。 对 每 一 种 独特 的 情况 ， 序 列 有 可 能 在 一 定时 间 以 后 就 变 
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RIIAS: 这 似乎 不 太 可 能 ， 但 又 如 何 能 证 明 呢 ? 结 末 ， 对 任何 一 种 
状态 ， 我 们 都 无 法 依 助 数学 方法 保证 其 包含 数字 的 数目 总 能 增加 : 在 大 
多 数 情 况 下 ， 通 过 试验 可 以 看 到 这 种 情况 ， 却 永远 无 法 证 明 。 谁 能 够 最 
终 证 明 ， 茶 些 初始 行 可 以 引发 数字 数目 的 无 限 增加 ? 

整数 887 进发 的 怀 人 动力 也 许 能 提 贷 一 个 思路 。 这 个 数字 能 产生 相 
互 分 离 的 两 种 不 同类 型 的 舰 船 状 态 ( 参见 “887, 一 个 独特 的 整数 ” 左 图 )。 

于 是 ， 和 运动 的 行 的 宽度 无 穷 增 长 ， 在 数学 上 ， 这 的 确 是 由 其 变化 行 
为 的 周期 性 造成 的 ， 但 该 状态 的 数字 数目 却 不 符合 这 种 情况 。 

想 要 解决 这 一 难题 , 必须 找到 生命 游戏 中 若 名 的 “ 舰 船 发 射 ”状态 : 
一 种 状态 周期 性 地 发 射出 一 笨 远 离 状 态 中 心 部 分 的 舰 朋 ， 而 状态 目 且 又 
呈现 出 舰 船 状态 的 行为 。 谁 能 找 出 SoupAutomat 的 舰 船 发 射 状 态 ? 
































加 长 舰 船 和 加 德 纳 舰 船 。 整 数 28 202 020 209 呈现 的 是 一 个 加 长 舰 船 ， 即 自 
母 重 复 相 连 奉 干 次 ， 依 然 呈 现 舰 船 状 态 (a)。 这 个 由 埃 斯 波 效 多 法 羔 斯 发 现 的 图 
案 可 以 证 明 存 在 任意 尺寸 的 舰 船 。 由 马丁 :加 德 纳 的 生日 日 期 (1914 年 10 月 
21 日 ) 得 到 的 数字 21 101 914， 并 加 以 重复 (b)， 我 们 能 找到 基于 13……: (13 
后 面 6 个 空格 ) 的 加 长 舰 船 基本 图 条 (o) 29 Y mph po: 加 短 纳 致敬 ， 我 们 将 所 
有 13… 形 式 的 序列 相连 接 而 组 装 成 的 舰 船 状态 命名 为 “加 德 纳 舰 船 "。 但 是 ， 
我 们 无 法 描述 加 德 纳 舰 船 的 状态 ， 即 无 法 准确 指出 13 和 … 怎 样 组 合 可 以 呈现 出 
舰 船 状 态 。 











数字 自动 机 123 


e T9 


在 围绕 舰 船 状态 的 各 种 发 现 中 ， 我 们 来 看 看 还 是 由 埃 斯 波 效 多 法 羔 
斯 发 现 的 三 个 有 趣 现象 。 

口 在 舰 船 4.….3.8.………. 7...6...9510.…2 rh. 每 个 数字 都 用 了 AX HH 
用 一 次 。 我 们 不 知道 是 否 有 更 短 的 情况 ， 但 有 这 种 可 能 性 。 

O 速度 不 同 的 舰 船 相遇 ， 篆 篆 只 能 呈现 典型 的 无 序 增 长 并 回 左 移 
动 的 图 样 。 然 而 ， 人 们 却 发 现 了 一 种 更 有 趣 的 情况 ， 两 个 舰 船 
相遇 后 会 呈现 出 两 个 新 的 舰 船 状 态 ( 参 见 “887 ,一 个 独特 的 整数 ” 
^il )。 

口 尽管 没有 任何 已 知 舰 船 或 已 知 初始 行 会 问 右 移动 ， 却 可 以 使 信 
县 一 行 行 地 回 右 移动 。 方 法 是 取 一 行 无 穷 的 010101010101… 作 
为 初始 一 代 。 该 行 每 隔 八 代 就 会 重复 出 现 ， 除 了 在 开头 不 稳定 ， 
呈现 一 个 回 右 移动 并 蔓延 至 整 行 的 无 序 波 。 















































E 887， 一 个 独特 的 整数 ( 左 图 )， 自身 
就 呈现 出 两 个 相互 远离 、 互 不 干涉 的 舰 
船 状态 ， 这 就 保证 了 行 的 宽度 会 无 限 
增长 。 这 是 证 明 存 在 可 令 数 字数 目 

无 限 增长 的 初始 行 的 第 一 步 ( 目前 ， 











我 们 无 法 严格 证 明 这 个 结论 )。 AXES 
右边 ， 两 个 舰 船 衍生 出 另外 两 -总 吕 


个 不 同 的 舰 船 :这 是 埃 斯 波 。 AAA 
兹 多 法 菜 斯 的 神奇 发 现 。 ap A 
由 相距 60 个 空格 的 数 。 。。 c A 





EK! 
^F. 29 452 fill 46 811 Æ A E 
成 的 两 个 舰 船 相遇 ， 二 600 M 
在 相互 作用 下 生 A S M s 


A 3 
成 两 个 相互 分 — 4X £60 00 
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用 SoupAutomat 来 计算 


另 一 个 更 加 可 欣 的 方法 ， 旨 在 不 停 地 重复 28 202 020 209 生成 无 穷 
II d LAS MUNI IS 是 无 穷 的 ) 构 成 某 种 规则 空间 , 

县 在 其 中 可 以 回 右 传递 。 为 此 ， 我 们 在 这 个 规则 空间 之 前 放置 一 个 普 
通 图 案 (例如 一 个 数字 0 或 者 一 个 舰 毅 状态 ) 此 后 采用 可 控 目 延迟 的 
方式 ， 像 之 前 一 样 ， 无 穷 舰 船 被 一 个 快速 癌 右 移动 的 无 序 波 毁灭 。 知 在 
与 无 穷 舰 船 13 格 距 离 的 地 方 放 一 个 数字 0， 毁 灭 波束 是 规则 的 ， 并 且 
生成 一 个 周期 毁灭 图 案 ， 以 每 TT 代 移 动 99 格 的 速度 精确 前 进 ， 最 终 瓦 
解 舰 船 (参见 “向 右 移动 " )。 这 种 舰 船 会 在 身后 留 下 痕迹 ， 在 生命 游戏 
中 被 称 作 “汽船 ”。 

一 行 数字 和 点 的 组 合 可 能 构成 一 个 瀑布 级 联 的 开端 ， 因 此 ， 我 们 
可 以 关注 一 下 “日 .月 .年 "的 日 期 表达 形式 。 能 够 产生 舰 船 状态 的 日 期 ， 
可 能 是 个 尤为 重要 的 日 子 。 


re 
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g 向 右 移 动 。 到 目前 为 止 ， 我 们 没有 发 现任 何 癌 右 移 动 的 舰 船 ， 但 这 却 不 妨 
碍 将 信息 向 右 传 递 。 一 种 向 右 传递 信息 的 可 控 方 法 就 是 放置 一 个 向 右 的 无 穷 舰 
船 来 生成 规则 的 基体 ， 并 用 一 个 整数 ( 这 里 取 0) 与 之 相互 作用 。 整 数 和 规则 
基体 相遇 ， 便 会 在 规则 基体 内 部 产生 一 个 波 。 我 们 可 以 通过 调节 整数 和 规则 基 
体 之 间 的 距离 来 控制 相遇 的 瞬间 。 这 个 波 在 某 种 情况 下 就 会 规则 移动 。 在 给 出 
的 这 个 例子 中 ， 毁 灭 波 以 每 99 代 移 动 77 格 的 速度 十 分 精确 地 向 右 移动 ， 由 此 
构成 一 个 回 右 移动 的 准 舰 船 。 
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fr 20014E, 4j£1]14X 8] —^- HH: 20.05.01, 13.06.01 和 11.08.01. 
11.09.01 不 在 其 列 ， 仅 仅 呈 现 普 通 的 混乱 无 序 瀑布 。 如 果 有 算命 大 师 梦 
想 采 用 现代 化 手段 破解 时 间 密 码 ， 成 为 当代 大 预言 家 诺 查 丹 玛 斯 ， 他 可 
能 要 失望 了 …… 除 非 他 肯 学 看 识破 大 多 数 日 期 生成 的 混乱 状态 ， 并 从 中 
得 出 预言 。 也 许 从 SoupAutomat 真 的 能 产生 一 门类 似 占 星 术 的 神秘 
学 问 ? 

我 们 知道 生命 游戏 C 二 维 细 胞 自动 机 ) 具有 普 适 的 计算 能 力 : 我 们 
可 以 通过 设计 恰当 的 初始 状态 进行 编程 , 以 实现 各 种 计算 。 我 们 也 知道 ， 
某 些 一 维 自动 机 也 拥有 同样 的 普 适 计算 能 力 。2001 4E, B - 库 克 针 
对 只 包含 0 和 1 两 种 细胞 ( SoupAutomat 则 包含 11 种 ) 的 自动 机 110 提 
出 了 一 种 证 明 方 法 。 一 个 格子 在 第 nn 代 的 变化 仅 取决 于 其 自身 及 两 个 相 
邻 格子 在 第 n-1 代 的 各 自 状态 。 

一 个 在 第 n-1 代 包 含 0 且 被 围 在 两 个 0 之 间 的 格子 ， 在 第 n 代 包含 
0， 记 作 000 一 0。 该 自动 机 的 全 部 规则 由 下 表 给 出 : 

000 001 010 011 100 101 110 111 

0 1 1 1 0 1 1 0 


库 殉 的 证 明 用 到 了 舰 船 以 及 舰 船 之 间 的 相互 作用 。SoupAutomat 似 
平展 现 了 同样 丰富 的 情况 ， 那么 SoupAutomat 可 能 也 具有 普 适 的 计算 能 
力 。 在 得 出 该 结论 之 前 ， 必 须 首 先 更 进一步 详细 了 解 舰 船 之 间 的 所 有 相 
互 作用 。 
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3 — x $8 2E 0— SK AC, AAAF, ARI m, 
你 最 好 是 数字 家 或 者 编程 爱好 者 。 西 家 ' 维 耶 许 和 朱 利 安 
勒 器 瓦 纳 创 立 的 最 新 人 机 交互 技术 超越 了 约翰 : 康 威 之 前 的 
分 析 结 果 。 


拓扑 学 是 一 门 曲线 与 空间 的 科学 ， 这 些 术语 随 看 数学 家 赋 耶 的 抽象 
概念 不 断 延 伸 出 新 的 意义 。 折 扑 学 虽 是 一 门 大 学 人 研究 诛 程 ， 但 丰富 多 样 
的 拓扑 形状 及 其 难以 擎 握 的 多 变性 也 衍生 出 不 省 有趣 的 游戏 。 


萌芽 游戏 (Sprouts game ) 束 属 于 这 一 类 。 在 游戏 中 ， 双 方 能 夯 出 
形 如 无 序 生 长 的 植物 图 样 ， 游 戏 也 因此 得 名 。 时 任 剑桥 教授 的 约 输 : 康 
威 和 理论 计算 机 科学 学 生 迈 克 尔 ' MARERE 1967 年 一 一 准确 地 说 是 在 
当年 2 月 21 日 下 午 发 明了 这 个 游戏 。 康 威 还 指出 ， 帕 特 森 和 他 本 人 在 
游戏 发 明 中 的 贡献 比例 分 别 是 3/5 和 2/5。 

早 在 马丁 加 德 纳 于 1967 年 7 月 的 《科学 美国 人 》 专 柱 中 介绍 这 
个 游戏 之 前 ， 萌 芽 游戏 就 已 如 杂 草 一 般 曼 延至 许多 数学 院 系 ， 打 汤 了 师 
生 们 的 本 职工 作 。 今 天， 我 们 仍然 在 人 研究 这 个 游戏 ， 远 不 像 其 他 从 单数 
学 游戏 那样 容易 相 竟 ， 它 所 纺 含 的 奥秘 依旧 让 人 难以 捉 撞 。 

在 1972 年 Avon 出 版 社 出 版 的 皮尔 斯 安东尼 的 小 说 《宏观 》 
( Macroscope ) 中 ， 这 个 游戏 扮演 了 重要 角色 。 一 家 名 为 “世界 戎 芽 游 
戏 协会 ”( World Game of Sprouts Association ) 的 玩家 协会 定期 组 织 竞 杏 ， 
并 试图 汇集 游戏 的 相关 信息 ,我们 还 可 以 找到 不 需要 用 纸 就 能 玩 的 程序 ， 
例如 : http:/www.math.utah.edu/~pa/Sprouts。 

游戏 的 规则 很 容易 解释 ， 十 岁 大 的 孩子 就 会 玩 ， 而 且 能 玩 得 相当 出 
色 。 然 而 ,就 像 我 们 在 下 文 看 到 的 , 对 萌芽 游戏 的 数学 人 研究 却 进展 绥 慢 。 
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1.01m 2. 玩家 2 画 ——— 3.50X li 4. DUC 2 m 


EN 





8. 玩家 2 无 法 继续 画 ， 
5. 玩家 1 Mi 6. 玩 家 2 B 9 oo BO 





D» 





规则 及 示例 。 萌 芽 游戏 是 复杂 游戏 中 最 简单 的 一 种 。 游 戏 开始 时 ， 我 们 在 
纸 上 放 nn 个 点 ， 本 例 中 取 3 个 点 。 玩 家 1 和 2 轮流 画 一 条 新 的 弧 线 ， 并 在 新 加 
的 弧 线 上 增加 一 个 点 (1、2、3、4、5、6、7 )。 新 的 弧 线 必须 将 纸 上 已 有 的 两 
个 点 相连 ， 且 既 不 能 与 之 前 的 弧 线 相交 ， 也 不 能 与 自身 相交 。 一 个 点 不 能 作为 
超过 三 条 弧 线 的 端点 。 无 法 继续 下 去 的 玩家 就 算 输 掉 游 戏 ,这 里 输 的 就 是 玩家 2。 





不 过 ， 近 年 终于 有 T 了 一 些 突破 ,尤其 要 归功 于 两 位 勤奋 努力 ， 而 又 颇具 
才华 的 法 国人 。 


游戏 的 规则 及 进展 


游戏 开始 时 我 们 在 纸 上 放 n 个 点 ， 两 位 玩家 轮流 画 一 条 新 弧 线 ， 连 
接 两 个 符合 规则 的 点 ， 并 在 新 加 的 弧 线 上 增加 一 个 点 ， 如 图 1 示例 的 一 
局 游戏 。 男 外 ， 一 个 点 上 的 弧 线 不 能 超过 三 条 ， 弧 线 之 间 也 不 能 相交 。 

一 局 游戏 不 能 无 限 延 续 ， 下 面 的 推理 指出 ， 以 nn 个 点 开始 的 一 局 游 
戏 必然 在 3n 步 之 内 结束 。 由 于 每 个 点 最 多 只 能 是 三 条 弧 线 的 端点 ， 开 
AR ERES B UE 32 个 可 能 位 置 。 在 游戏 的 每 一 步 ， 玩 家 会 用 掉 两 个 
弧 线 端 点 的 可 能 位 置 ， 又 增加 一 个 新 的 ( 新 增 的 那个 点 已 经 是 两 条 弧 线 
的 病 点 ) 因此 ， 每 位 玩家 一 步 用 掉 一 个 空闲 位 置 。32 步 之 后 ， 肯 定 没 
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一 局 游戏 最 多 持续 3n-1 步 ， 但 其 实 往往 更 少 ， 因 为 茶 些 点 是 两 条 
相互 阳 绝 的 弧 线 的 端点 ， 因 而 不 可 用 : 要 想 将 其 连接 ， 至 少 要 稚 断 一 条 
弧 线 。 在 图 1 的 例子 里 ， 由 三 个 点 开始 的 一 局 游戏 持续 了 7 步 。 我 们 也 
可 以 证 明 ， 一 局 游戏 无 法 在 2n 步 之 内 完成 ( 参见 “游戏 的 有 关 信息 ”)。 
约翰 ' 康 威 和 苏格兰 数学 家 丹尼斯 ， 英里 森 发 现 恰好 持续 2n 步 的 最 小 
局 具有 一 条 独特 的 性 质 : 仅仅 由 5 种 形状 组 成 (参见 “ 短 局 ”)。 大 家 给 
这 些 形状 取 了 市 肢 动 物 名 称 : mU. Hh. Sep. ERHSEDURIEST. 

这 个 游戏 属于 具有 完备 信息 且 不 含 随 机 性 影响 的 一 类 游戏 。 玩 家 
每 时 每 刻 痢 向 握 游戏 状态 的 所 有 信息 ， 游 戏 状态 的 进展 趋势 取决 于 游 
戏 的 每 一 步 ， 而 并 非 取决 于 随机 绪 采 。 西 详 跳棋 、 国 际 象 模 和 靖 棋 都 
属于 这 类 游戏 。 该 类 游戏 有 三 种 可 能 的 情况 : 

(a) 有 一 种 完美 的 策略 确保 率先 开始 的 玩家 每 次 部 能 取胜 ， 无 论 对 方 每 
-DARTE 

(b) 有 一 种 完美 的 策略 确保 第 二 位 玩家 取胜 ; 

(c) 每 位 玩家 各 有 一 种 宁 略 ， 总 是 得 出 平局 。 

萌芽 诉 戏 永远 也 不 会 出 现 平 局 ， 玩 得 好 的 一 方 注定 会 取胜 。 初 始 给 
出 的 点 数 n 是 决定 哪 位 玩家 取胜 的 关键 。 于 是 , 问题 在 于 根据 不 同 n 值 ， 
要 弄 清 到 撒 谁 能 取胜 ， 而 且 ， 应 该 采用 怎样 的 游戏 策略 。 


从 一 个 点 出 发 (n=1 )， 最 完 开 始 的 玩家 1 MESM. HK, WRA 
一 个 可 能 ， 束 是 以 初始 点 开始 画 一 个 疾 再 回 到 出 发 点 。 这 束 使 得 第 二 位 
玩家 可 以 将 初始 点 和 第 一 位 玩家 添加 的 点 相连 ， 而 玩家 1 无 法 继续 ， 输 
折 这 局 。 

从 两 个 点 出 发 (n=2 )， 族 戏 的 分 析 就 复杂 起 来 ， 但 我 们 仍 可 以 列 出 
所 有 图 形状 态 。 硅 对 手 恰当 地 走 好 每 一 步 ， 先 开始 的 玩家 总 是 要 输 的 。 

很 快 ， 完 整 的 游戏 分 析 束 要 用 到 极其 微妙 的 推理 ( 参见 “游戏 的 有 
关 信息 ”中 对 游戏 方法 的 一 些 详细 阐述 )， 尤 其 是 ， 一 旦 需要 研究 大 量 
的 图 形状 态 ， 玩 家 构造 图 形 的 拓扑 复杂 性 丈 会 变 得 很 难 向 握 ， 明 芽 游 戏 
的 难度 也 会 远 胜 其 他 游戏 。 









































2. 游戏 的 有 关 信 息 





从 n 个 点 开始 游戏 时 ， 我 们 已 知 一 局 可 以 持续 小 于 或 等 于 3n-1 步 。 若 这 
个 由 步 数 表示 的 持续 长 度 为 奇数 ， 第 一 位 玩家 取胜 ， 反 之 则 第 二 位 取胜 。 
谁 能 掌控 一 局 的 长 度 ， 谁 就 玩 得 好 。 以 下 分 析 会 带 你 来 把 握 这 个 长 度 。 

在 一 个 游戏 状态 下 ， 点 可 以 分 为 大 十 种 类 别 : 首先 ， 是 可 以 作为 三 条 
新 弧 线 端点 的 完全 上 自由 点 ， 能 为 游戏 提供 三 个 自由 度 ; 其 次 ， 是 提供 两 个 
自由 度 的 点 ; 再 次 ， 是 提供 一 个 自由 度 的 点 ; 最 后 ， 是 那些 无 法 提供 自由 
度 的 点 ， 即 已 经 是 三 条 弧 线 端点 的 “ 死 点 ”。 

游戏 结束 时 ， 将 不 再 有 任何 两 个 或 三 个 
HHBEBUER. BIDS —ATUB PIA SX —- E BI 
度 的 点 至 少 还 能 夯 一 条 回 到 出 发 点 的 圈 。 

有 一 个 自由 度 的 点 又 分 为 两 种 : 第 一 种 
点 的 自由 度 依然 可 以 被 利用 ， 画 出 一 条 连接 
到 男 一 个 至 少 有 一 个 自由 度 点 的 弧 线 ; 第 二 
种 则 是 孤立 的 点 ， 就 像 图 中 的 点 e 和 jj， 由 于 
它们 的 所 在 区 域 不 可 能 再 变化 ， 其 自由 度 无 
法 被 利用 。 这 些 具 有 一 个 自由 度 的 红色 点 白 四 
日 将 上 自由 度 浪费 ， 从 而 将 一 局 游戏 的 长 度 减 ”已 走 7 步 :初始 的 a.b.c 和 d (有 
少 一 步 。 若 游戏 中 的 某 一 时 刻 有 7 个 红 点 ，” 红 疾 的 把 )， 然后 依次 是 e、f、8g、 
这 一 局 将 最 多 持续 3m_z 步 。 

在 红 点 周围 不 远 的 区 域 ， 必 然 有 两 个 相连 的 死 点 与 其 相 邻 〈 点 i 和 h 就 
与 直接 相 邻 ) ,或 者 位 于 连接 该 红 点 所 在 圈 的 弧 线 上 点 ce 和 ff 就 是 与 e 相 关 
的 两 个 相 邻 死 点 )。 与 一 个 红 点 相连 的 死 点 不 能 同时 与 男 一 个 红 点 相连 ， 
否则 这 两 个 红 点 就 可 以 由 一 条 弧 线 相连 。 





















































从 nn 个 点 开始 ， 经 过 m 步 结 
"s 的 一 局 游戏 ， 其 最 终 图 形 包 含 
m 一 局 结束 个 红 点 且 r=3n-m( 自由 度 在 一 开 
eea a k 最 终 等 于 红 点 数目 ) 。 我 们 已 经 
看 到 ， 每 一 个 红 点 与 两 个 死 点 相 
交加 六 两 小 开局 二 还 有 未 
终 图 形 中 的 其 他 死 点 称 作 蓝 点 。 
由 于 总 共有 ntm 个 点 ， 有 7 个 红 点 
及 与 每 个 年 太 相关 的 两 个 死 态 ， 
d dx BIA H b-n-m-(r-2r)-n*m- 

3(3n—-m)-4m-8n, 
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因此 ， 在 一 局 结束 时 ， 便 有 m=2n+b/4( 康 威 发 现 的 公式 ) 。 从 该 公式 
可 以 推导 出 : 一 方面 ，b 是 4 的 倍数 ( 在 局 末 的 图 中 ，b=4 ) ; 为 一 方面 , 一 
局 结束 的 步 数 m 最 少 是 2n。 

根据 该 公式 还 可 以 推导 出 : 若 在 一 局 之 中 已 知 有 bb 个 蓝 点 ， 则 一 局 长 度 
将 最 少 是 2n+b/4。 该 信息 有 助 于 在 某 种 程度 上 控制 一 局 的 长 度 。 男 一 个 信 
明 就 是 红 点 的 数目 ， 因 为 一 局 长 度 小 于 3n-r 步 。 在 游戏 中 的 每 一 刻 ， 我 们 
便 能 对 可 能 的 长 度 有 所 限定 。 

最 后 还 有 一 点 可 以 掌控 一 局 的 长 度 。 关 在 游戏 的 某 一 刻 ， 玩 家 男 出 的 
曲线 所 限定 的 区 域内 包含 一 个 不 在 边界 上 且 拥 有 一 个 自由 度 的 点 ， 则 该 区 
域 在 局 末 仍 将 包 售 一 个 拥有 一 个 目 由 度 的 点 ， 即 一 个 红 点 。 其 实在 包含 至 
少 一 个 自由 度 的 区 域内 部 ， 始 终 无 法 用 挤 所 有 的 自由 度 ， 因 为 每 一 步 消 砂 
一 个 目 由 度 后 ， 都 会 再 带 来 一 个 新 的 自由 度 。 

在 我 们 的 例子 中 ， 当 e、f、g、h、i、j 步 走 完 之 后 ， 外 部 区 域 包含 一 个 
拥有 一 个 自由 度 的 点 (点 m ) ， 边 界 区 域 bhgfqi 也 包含 一 个 ， 即 j， 区 域 dfg 


























包含 第 三 个 ， 即 e。 该 局 就 持续 最 多 37-3 步 。 











3. 短 局 

n 个 点 的 明 芽 游戏 最 久 持 续 3n-1 步 ， 且 最 快 2n 步 结束 。 仪 仅 持 续 2n 步 的 
一 局 的 最 终 状 态 图 像 由 五 种 固定 图 案 组 成 ， 无 论 n 是 多 少 。 这 些 图 案 可 以 像 
例子 中 那样 能 套 或 内 外 翻转 。 





Te p 蝎子 


00022 


Pj 持续 2n 步 的 局 末 状 态 
(ul Ahn 16) 














当 加 德 纳 在 1967 年 发 表 文章 时 , 仅 有 的 已 知 解答 情况 是 n=1、2、3、 
4、5 和 和 6。 英里 森 解 答 了 4 和 5 的 情况 。 他 又 和 康 威 打赌 ， 在 一 个 月 内 
以 49 页 的 证 明 解 答 了 n-6 的 情况 ， 并 顾 得 10 先 令 的 赌注 ! 结果 表明 : 
n-l, 23k 6 的 情况 ， 第 二 位 玩家 获胜 ; 而 n=3、4 或 5 的 情况 ， 第 一 位 
玩家 获胜 。 加 德 纳 和 康 威 认为 ，n=7 的 情况 需要 用 计算 机 来 处 理 ， 而 最 
强大 的 计算 机 也 无 法 解答 n-8 的 情况 。 











由 计算 机 程序 引导 的 最 新 惊人 结果 


一 开始 ， 没 有 人 尝试 对 这 个 复杂 游戏 进行 编程 一 一 游戏 具有 形变 的 
拓扑 性 质 ， 节 芽 很 难 按照 计算 机 程序 要 求 的 那样 适用 于 符号 表示 。 如 何 
表示 游戏 状态 ， 是 个 极 具 挑战 性 的 难题 。 经 过 了 24 年 的 等 待 ， 美国 匹 
效 保 卡 内 基 梅 隆 大 学 的 大 卫 … BMBGRR. ut 雅 各 布 森 和 丹尼尔 :斯 
利 特 于 1991 年 提出 了 一 种 改进 的 标记 系统 。 这 种 标记 方法 信 助 字符 编 
码 ， 可 以 用 统一 的 形式 表示 众多 不 同 的 游戏 状态 ， 但 从 游戏 角度 看 ， 这 
些 状 态 其 实 是 等 价 的 。 这 种 有 效 的 表示 方法 限制 了 组 合 的 激增 ， 同 时 ， 
他 们 和 采用 特殊 的 编程 技术 对 最 优 策略 进行 树 状 搜索 ， 最 终 能 一 直 处 理 到 
n=11 的 情况 。 在 n=7 和 8 的 情况 下 ， 都 是 第 二 位 玩家 取胜 。 在 n-9, 10 
和 11 的 情况 下 ， 先 开始 的 玩家 取胜 。 研 究 人 员 在 仔细 观察 这 些 结果 后 
得 出 了 一 个 简单 的 猜想 。 

萌芽 游戏 猜想 : 在 初始 有 个 点 的 萌芽 游戏 中 ， 千 n 除 以 6 的 余数 
是 0、1、2， 第 二 位 玩家 获胜 ; 奉 余 数 是 3、4、5， 则 第 一 位 玩家 获胜 。 
换 一 个 说 法 ， 如 果 依 次 列举 n=1, 2, 3, 4… 的 情况 ， 获 胜 的 玩家 分 别 是 2、 
2.1. 1, 1.2.2.2. 1, 1, 1.2, 2. 2. 1, dH, lees 

在 2001 年 ， 威 尼斯 大 学 的 里 卡尔 多 ' 佛 卡 迪 和 的 利雅 斯 特大 学 的 
弗 拉 米 尼 亚 ， 路 奇 奥 通过 人 研究 游戏 的 数学 性 质 (“游戏 的 有 关 信 息 ” 介 
绍 了 一 些 ) 人 工 解答 了 (不 借助 于 计算 机 ) 曾 被 康 威 认为 是 不 可 能 人 工 
解答 的 n=7 情况 。 用 人 工 方 法 完成 进一步 研究 似乎 是 不 可 想象 的 ,但 是 ， 
我 们 将 看 到 人 们 如 何 通过 一 种 间接 方法 实现 目标 。 

最 新 的 进展 来 自 两 位 法 国人 ,日 本 北 陆 先端 科学 技术 大 学 院 大 学 的 
助教 西蒙 维 耶 诺 和 法 国 康 塔 尔 省 在 职 数学 教师 朱 利 安 . 勒 莫 瓦 纳 。 他 
们 细致 而 早 越 的 工作 成 果 打 破 了 包括 人 工 研 究 在 内 的 所 有 纪录 。 

二 人 首先 对 游戏 状态 的 标记 系统 予以 完善 ， 仔 细 地 编程 检索 “ 输 ” 
状态 ( 即 面 对 完美 对 手 时 必 输 的 状态 ) 并 存储 至 计算 机 系统 。 存 储 “ 顾 ” 
状态 ( 即 确保 每 次 都 能 获胜 的 状态 ) 会 占用 过 多 的 空间 。 慑 状态 比 输 状 
态 多 ， 是 由 于 其 各 自 定 义 中 已 经 存在 了 不 对 称 性 : 

(a) 根据 游戏 规则 ， 无 法 再 增加 任何 新 弧 线 的 状态 是 输 状 态 ; 
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4. 小 甘蓝 洲 戏 
小 甘蓝 游戏 的 规则 和 萌芽 游戏 相同 ， 除 了 在 起 始 时 ， 用 可 以 连接 4 条 弧 
线 的 十 字 代 戎 了 点 ， 且 在 每 条 新 添加 的 弧 线 上 男 一 条 短线 〈 而 不 是 点 ) ， 





因此 ， 每 一 步 增加 了 两 个 弧 线 喘 点， 扩大 了 目 由 度 。 

这 个 游戏 看 起 来 同 毅 芽 游 戏 类 似 ， 也 许 更 难 一 点 ， 不 过 也 是 一 个 数学 
趣味 游戏 。 从 n 个 十 字 开 始 ， 游 戏 一 定 持续 5n-2 步 。 奉 n 为 奇数 ， 先 开始 的 
玩家 取胜 ， 哪 介 每 一 步 神 随便 乱 男 。 符 z 为 偶数 ， 第 二 位 玩家 不 用 动脑 子 也 
可 以 取胜 (参见 下 面 一 局 如 何 开 展 ) 。 


DAIA 
KR 


下 面 是 证 明 游 戏 持续 5n-2 步 的 推理 。 

(1) 一 开始 有 47 个 目 由 度 且 每 一 步 消耗 两 个 并 新 增 两 个 ， 因 此 ， 目 由 
度 的 数目 一 二 都 是 4n。 

除了 最 多 有 n-1 步 例外 ， 每 一 步 痢 会 在 图 中 生成 一 个 新 的 区 域 (开始 时 
只 有 一 个 区 域 )。m 步 之 后 ， 且 不 产生 新 区 域 的 n-1l 种 可 能 性 被 用 尽 时 ， 恰 
好 有 m-n+2 个 区 域 。 

(2) JGie ERE, A7 bpOS SP Be Saa A AA 
有 两 个 或 两 个 以 上 的 自由 度 ， 就 可 以 在 该 区 域 继续 游戏 。 当 只 有 一 个 上 自由 
度 的 时 候 ， 无 法 在 该 区 域 继续 ， 这 便 日 白 消 耗 了 一 个 自由 度 。 

(3) m 步 之 后 ， 且 不 产生 新 区 域 的 n-1 种 可 能 性 被 用 尽 时 ， 区 域 的 数 
目 就 恰好 是 m-n+2。 目 由 度数 目 一 下 是 4n。 

(4) 只 要 4n 大 于 m-n+2 就 可 以 继续 游戏 ， 因 为 这 时 同一 个 区 域内 至 
少 有 两 个 自由 度 。 相 反 ，m-n+2 每 步 增 加 一 ， 只 要 达到 与 4 相等， 每 个 区 
域 包 含 最 少 一 个 上 自由 度 上 且 正 好 包含 一 个 (由 于 仅 有 一 个 而 无 法 锌 利用) ， 
则 一 局 结束 。 一 局 游戏 准确 地 持续 到 m-n+2=4n 的 时 候 结 束 ， 即 准确 地 到 
m=5n-2 时 ， 并 且 再 也 不 会 有 下 一 步 。 
































(b) 奋 从 某 个 状态 开始 ， 至 少 有 一 种 走 法 能 得 出 一 个 输 状 态 ， 该 状 
AS C Ae BIA 65 ; 

(c) XE A dE T8. FETIXE DEBA ERO] 77 As, VAS 
就 是 输 状 态 。 

从 以 (2) 点 判定 为 输 的 无 解 状态 开始 ， 回 渊 游戏 的 树 状 分 文 ， 便 可 
以 依据 (b) 和 (e) 两 点 逐步 判定 所 有 的 状态 是 磋 还 是 输 。 

勒 砚 瓦 纳 和 维 耶 诡 之 所 以 能 够 成 功 ， 关 键 在 于 他 们 引入 一 种 办 法 ， 
将 某 些 状态 分 解 为 耕 干 简单 独立 的 状态 ， 从 而 逐个 处 理 。 他 们 希望 采用 
新 的 标记 方法 以 及 分 解法 能 够 逐步 确定 越 来 越 多 的 输 状 态 ， 通 过 存储 记 
录 ， 进 而 超越 阿 伯 盖 特 、 雅 各 布 琳 和 斯 利 特 在 1991 年 提出 程序 所 得 的 
结果 。 实 际 上 ， 他 们 通过 这 种 方法 已 经 成 功 处 理 了 n-12 和 13 的 情况 ， 
结果 与 之 前 的 猜想 相符 合 。 然 而 ， 他 们 的 程序 此 后 便 陷 入 无 用 且 条 拙 的 
计算 ，n=13 仍然 是 个 无 法 超越 的 极限 。 为 了 继续 下 去 ， 他 们 借助 了 一 
个 简单 的 想法 : 应 该 对 程序 进行 指导 。 

为 了 确定 某 个 游戏 状态 本 质 上 到 底 是 输 还 是 灰 ， 并 不 需要 掌握 从 该 
状态 得 出 的 整个 树 状 分 文 上 的 每 一 种 状态 。 只 需 找 到 能 得 出 一 个 输 状 态 
的 一 种 走 法 ， 就 能 由 此 判定 一 个 启 状 态 ， 这 也 就 免除 了 对 游戏 其 他 可 能 
性 的 判定 。 因 此 ， 掌 握 一 小 部 分 状态 就 足够 了。 于 是 ， 判 定 一 个 顾 状 态 
的 困难 在 于 哪 一 种 走 法 能 得 出 输 状 态 。 经 验 以 及 对 游戏 的 领会 能 起 到 帮 
助 作 用 。 我 们 也 注意 到 ， 这 和 西洋 跳棋 的 情况 相同 。 

于 是 ， 勒 莫 瓦 纳 和 维 耶 诡 便 开发 了 一 个 计算 机 界面 来 精准 、 实 时 地 
跟踪 程序 所 进行 的 试验 ， 并 对 程序 的 抉择 进行 指导 ， 例 如 让 它 放 弃 解答 
一 种 状态 ， 而 将 计算 能 力 专 注 在 为 一 个 被 认为 更 加 有 意义 的 状态 上 。 这 
一 如 同人 机 共生 的 结合 奇迹 般 地 解答 了 一 直到 n=44 的 所 有 情况 ， 还 有 
n=46、47 和 53 这 些 离散 情况 。 进 展 如 此 可 观 ， 完 全 出 人 意料 ， 已 经 远 
远 超 越 了 加 德 纳 和 康 威 认 为 不 可 企及 的 n=8 | 

勒 莫 瓦 纳 和 维 耶 诺 仍然 希望 他 们 的 系统 能 够 自己 判断 得 出 人 类 给 予 
的 指导 建议 。 尺 管 经 过 多 次 尝试 ， 程 序 还 是 无 法 自动 选择 应 该 放弃 哪些 
分 文 或 研究 哪些 分 文 。 看 起 来 ， 人 类 智慧 在 此 处 提供 建议 时 ， 运 用 了 多 
样 而 微妙 的 想法 ， 这 些 想法 来 自 以 往 经 验 和 策略 性 思考 ， 很 难 通 过 程序 
实现 。 这 是 一 个 人 工 智能 问题 ， 虽 然 目 前 还 不 可 行 ， 但 并 不 能 说 明 今后 
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也 无 法 实现 这 样 的 自动 化 方法 。 

两 位 法 国人 指出 ,引导 程序 来 检索 最 优 走 法 是 一 件 十 分 有 趣 的 事情 ， 
而 且 令 人 上 着 。 这 一 程序 如 今 可 在 网 上 随意 获取 。 两 位 编程 者 提醒 用 户 ， 
使 用 其 交互 系统 可 能 对 社交 生活 构成 影响 ， 需 要 当心 。 

这 些 结果 是 对 程序 进行 好 几 个 小 时 的 “引导 ” 才 获 得 的 。 现 在 ， 限 
制 更 进一步 发 展 的 瓶颈 不 是 机 天 解决 特殊 问题 所 用 的 时 间 过 长 ， 而 是 人 
类 用 来 引导 程序 从 而 实现 更 进一步 的 时 间 过 长 。 

勒 莫 瓦 纳 和 维 耶 诺 小 组 的 成 功 不 止 于 此 。 即 便 受 人 类 指导 ， 计 算 
机 证 明 的 结论 仍 存 有 疑问 : 其 中 不 会 有 错误 吧 ? 如 何 最 终 验 证 所 得 结 
果 ? 二 位 英雄 用 了 许多 种 方法 来 回答 这 些 问题 。 首 先 ， 他 们 开发 了 一 
个 模块 ， 对 计算 机 在 指导 下 的 遍历 过 程 中 得 出 的 所 有 输 状 态 进 行 验证 。 
在 论证 中 寻找 捷径 ， 即 寻找 能 人 够 得 出 相同 整体 结果 ， 但 更 小 的 输 状 态 
集合 ， 是 一 种 “后 验 ” 的 结果 验证 方法 ， 可 以 提高 可 靠 性 。 这 一 优化 方 
法 不 蔡 令 人 称 叹 ,只 需要 知道 499 个 输 状 态 束 可 以 证 明 n=17 的 输 启 情况， 
而 1991 年 匹兹堡 小 组 的 程序 在 判断 n=11 的 情况 时 则 需要 116 299 个 
状态 。 
































能 人 否 摆脱 计算 机 ? 


一 些 数 学 家 不 愿 尼 协 ， 认 为 计算 机 获得 的 结果 不 可 能 和 经 过 人 验证 
的 结果 同样 可 笔 。 于 是 ， 勒 黄瓜 纳 和 维 慎 诡 也 提出 以 示意 图 对 判断 一 个 
状态 是 输 是 最 的 证 明 加 以 总 结 。 二 人 从 目 编程 序 的 有 某 些 模块 中 仔细 生成 
这 些 示 意图 ， 并 在 可 读 性 上 进行 优化 。 示 意图 往往 斥 才 较 小 ， 以 便 人 工 
验证 其 细 方 。 他 们 的 人 研究 作为 一 种 额外 的 检控 方法 ， 确 保 其 程序 不 出 错 
总。 显然， 人 工 无 法 验证 上 千 种 状态 ， 但 勒 真 瓦 纳 和 维 耶 话 设 法 验证 了 
n=9 的 情况 ,打破 了 佛 卡 迪 和 路 奇 奥 在 2004 年 创造 的 不 采用 计算 机 验 
证 n=7 结论 的 纪录 。 在 萌芽 游戏 中 ，n=9 时 先 开始 的 玩家 取胜 一 一 这 一 
定理 不 用 计算 机 也 得 到 了 验证 ， 计 算 机 上 只是 一 个 中 间 工 具 ， 不 参与 进 一 
步 验证 最 终结 果 的 准确 性 。 只 要 能 找到 一 位 有 足够 耐心 、 又 有 勇气 的 数 
"EZ, n-17 的 情况 或 许 也 可 以 人 工 验 证 ! 
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维 耶 诺 和 勒 莫 瓦 纳 的 结论 : 我 们 给 出 了 证 明 结 论 需 要 存储 的 状态 数目 。 这 
些 结论 通过 使 用 出 色 的 人 工 指 导 计 算 机 方法 计算 得 出 ， 超 越 了 以 往 获 得 的 所 有 
结论 。 该 表 的 更 新 可 以 在 http://sprouts.tuxfamily.org/wiki/doku.php?id=records 找到 。 


有 趣 的 是 ， 即 便 是 最 严 苛 的 数学 家 一 一 只 接受 可 人 工 验证 的 证 明 方 
法 一 一 也 不 得 不 承认 计算 机 在 这 个 游戏 中 的 作用 。 人 工 验 证 n=9 的 证 明 
方法 是 借助 计算 机 写 出 的 : 没有 计算 机 给 出 的 示意 图 ， 任 何 可 人 工 验 证 
的 论证 都 无 法 实现 。 

1996 年 曾 发 生 过 类 似 情况 ， 计 算 机 程序 证 明了 罗 宾 斯 猜想 ， 并 且 
给 出 了 可 人 工 验 证 的 简短 论证 方法 。 即 便 是 不 希望 计算 机 在 数学 研究 上 
起 任何 作用 的 人 也 不 得 不 承认 : 如 今 唯 有 计算 机 能 够 写 出 n=9 足够 简短 、 
整齐 且 不 用 计算 机 再 来 验证 的 证 明 一 一 还 是 要 求助 于 计算 机 ， 才 能 绕 过 
计算 机 | 

当然 ， 勤 英 瓦 纳 和 维 耶 诺 的 程序 开发 的 “ 输 ”状态 数据 库 若是 应 用 
在 某 个 游戏 程序 上 ， 就 会 生成 人 类 不 可 战胜 的 自动 玩家 。 在 人 类 和 机 器 
都 参加 的 萌芽 游戏 竞赛 中 ， 终 极 世 界 冠军 应 该 是 一 个 计算 机 程序 …… 同 
国际 象棋 、 西 洋 跳棋 和 众多 其 他 棋盘 游戏 的 情况 一 样 。 

法 国人 编制 的 程序 带 来 突破 ， 也 令 该 游戏 的 一 般 性 研究 收益 颇 深 。 
借助 于 依靠 程序 获得 的 经 验 ， 勒 莫 瓦 纳 和 维 耶 诺 提出 了 比 卡 内 基 梅 隆 大 
学 团队 的 猜想 更 加 一 般 化 的 新 猜想 : 在 一 个 状态 的 同一 区 域 添加 6 个 点 ， 
该 状态 赢 或 者 输 的 属性 不 变 。 
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严格 意义 上 , 这 个 猜想 已 经 被 证 明 是 错误 的 , 我 们 已 找到 不 少 反 例 。 
但 研究 指出 , 它 在 大 于 百 分 之 九 十 的 情况 下 部 是 对 的 。 这 条 近似 真理 ( 也 
许 能 修正 成 为 严格 的 真理 ) 指出 : 不 能 太 过 相信 卡 内 基 梅 隆 团队 的 猜想 。 
其 实 到 目前 为 止 ， 这 个 旧 猜 想 原 本 已 经 可 以 被 验证 ， 因 为 它 应 该 和 新 猜 
想 一 样 〈 旧 猜想 其 实 只 是 新 猜想 的 一 种 特殊 形式 ): 通常 看 来 是 对 的 ， 
但 绝对 地 说 是 错 的 ， 黎 少 的 反例 还 未 被 发 现 。 当 n 趋 于 无 穷 时 会 发 生 什 
么 ， 这 依然 是 个 六， 而 且 随 着 最 新 结果 的 出 现 ， 谜 庶 越 发 模糊 ! 














输 者 取胜 


萌芽 游戏 也 适用 于 “ 输 者 取胜 ”规则 ， 即 无 法 再 画 出 新 弧 线 的 玩家 
取胜 。 此 项 研究 更 加 复杂 ， 因 为 游戏 不 太 适 用 于 将 状态 分 解 为 子 状态 的 
人 研究 方法 。 人 们 提出 了 很 多 猜想 ， 其 中 不 乏 错 误 。 叭 一 确定 的 事实 是 对 
于 n=1, 2,… 一 直到 20， 获 胜 方 分 别 是 玩家 1、2、2、2、 1, 1,2. 2. 24 
[TAU 


另 一 个 游戏 和 萌芽 游戏 颇 为 相似 ， 也 很 值得 一 提 ， 这 是 一 个 不 太 容 
多 发现 的 数学 趣味 游戏 ， 名 字 是 小 甘蓝 游戏 (Brussel Sprouts ) M n ® 
十 字 开 始 ( 而 不 是 nn 个 点 )， 每 位 玩家 轮流 画 出 一 条 新 弧 线 ， 并 画 一 条 
与 弧 线 相交 的 短线 ， 而 不 是 点 ( 参见 “小 甘蓝 游戏 ”)。 短 线 在 玩家 画 出 
的 缴 线 上 增加 了 两 个 新 端点 ， 而 不 像 男 点 ， 仅 能 增加 一 个 端点 。 对 该 游 
戏 的 完整 分 析 指 出 ， 从 初始 的 n 个 十 字 开 始 ， 每 一 局 都 固定 地 持续 5n-2 
步 (该 结论 对 任意 可 定向 曲面 成 立 ， 针 对 不 可 定向 曲面 的 类 似 结 论 在 
2007 FREM )， 奉 为 奇数 ， 先 开始 的 玩家 取胜 ， 符 n 为 偶数 则 第 二 
位 玩家 取胜 。 如 果 你 已 经 受 够 了 在 萌芽 游戏 中 输 给 六 岁 的 小 朋友 ， 就 和 
他 玩 一 局 小 甘蓝 游戏 吧 ， 不 过 ， 千 万 别 在 确定 谁 该 先 走 的 时 候 算 错 奇 
偶数 。 


























注 1 本 绪论 已 经 更 新 ， 请 登陆 图 5 给 出 的 网 址 参考 最 新 结果 。 一 一 译 者 注 
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视 腕 密码 学 


人 眼 几 乎 可 以 和 计算 机 一 样 ， 姐 间 残 能 从 灰色 图 像 中 提 
取出 其 中 上 暗藏 的 信息 。 


一 位 正人 有 君子 应 最 起 码 具 备 的 品质 是 保守 秘密 。 
而 最 伟大 的 品质 则 是 将 秘密 遗忘 。 


一 一 阿尔 - 称 哈 拉 卜 (672-720 ) 








现代 密码 学 提出 了 不 同 寻 常 的 种 新 方法 来 隐藏 信息 ， 然 后 再 通过 一 
番 计 算 将 其 重 构 。 计 算 机 在 其 中 起 到 了 核心 作用 : 通常 情况 下 ， 对 隐藏 
言 息 的 加 密 和 解密 都 无 法 绕 过 计算 机 。 

不 过 ， 还 有 一 类 解密 过 程 并 不 一 定 要 用 到 计算 机 。 人 有 眼 ， 依 靠 大 脑 
视觉 系统 的 计算 能 力 就 可 以 进行 计算 ， 从 随机 数据 中 提取 清晰 信息 ， 并 
展示 出 惊人 的 效率 。 

“视觉 密码 学 ”是 密码 学 中 独特 的 领域 ， 这 类 由 葛 尼 : 纳 奥 尔 和 阿 
迪 :… 沙 米尔 ( Shamir，RSA 加 密 系 统 命 名 中 S 的 由 来 ) 于 1994 年 开创 
的 方法 ， 至 今 仍 在 不 断 发 展 和 完善 。 

最 基本 的 视 党 加 密 方法 是 基于 “一 次 性 掩 模 ” 原 理 。 我 们 采用 一 个 
随机 选取 像素 的 黑白 图 像 M (HIR) 和 具有 同样 尺寸 、 表 示 秘 密 信 息 的 
黑白 图 像 S。 我 们 想 要 隐藏 图 像 S ,并 将 其 递送 给 联络 人 ,S 可 以 是 一 幅 画 、 
一 张 照片 或 者 一 段 文 字 ， 关 键 是 ， 它 要 和 M 尺寸 完全 一 样 且 只 包含 黑 
FERA S 
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借助 于 画图 软件 或 计算 机 程序 对 M 的 像素 和 S 的 像素 做 “ 异 或 
逻辑 运算 ( 计算 机 科学 中 记 作 XOR )， 得 出 一 幅 加 密 图 像 C。 明 白地 讲 ， 
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就 是 对 于 每 个 像素 位 置 ， 若 M 和 S 的 相应 像素 相同 ， 就 在 C 的 相应 位 
置 上 画 上 白色 像素 ， 否 则 就 画 上 黑色 像素 。 因 此 ， 加 密 信息 COE 
M 和 秘密 信息 S 之 间 的 异 或 运算 ， 即 C= M XORS. 


有 了 M 和 C 的 图 像 ， 大 将 它们 印 在 透明 纸 上 ， 就 能 看 到 M 和 CHE 
谷 后 会 显现 出 S$。 如 果 有 计算 机 ， 便 可 以 通过 对 M 和 C 进行 异 或 运算 
来 更 好 地 看 到 图 像 S (参见 “一 次 性 掩 模 加 密 法 ”)。 


1. 一 次 性 掩 模 加 密 ; 


随机 选取 掩 模 M(a) 的 黑白 像素 。 秘 密 图 像 是 S(b)。 和 M 尺 寸 相 同 的 加 密 
图 像 C 通 过 对 M 和 S 用 程序 进行 “ 异 或 ”运算 ( 记 作 XOR ) : 知 S 和 M 的 相应 
像素 都 是 日 或 者 都 是 黑 ，C 的 相应 像素 为 日 ， 否 则 为 黑 。 加 密 图 像 C 和 M 一 
样 看 起 来 是 随机 的 。 

分 别 印 有 M 和 C 的 两 张 透明 纸 相互 苹 加 就 会 显现 出 沉浸 在 “灰色 ”中 的 
秘密 网 像 S\d)。 人 有 眼 就 能 提取 秘密 信息 。 这 样 的 琶 加 〈(M OR C ) 对 应 着 两 
幅 图 像 之 间 的 逻辑 或 运算 。 若 有 M 和 8$ 的 电子 版 本 ， 就 可 以 对 M 和 C 进 行 异 
或 (XOR ) 运算 ， 完 整地 得 出 秘密 图 像 S(e)。 想 获取 这 些 图 像 电子 文 件 的 
读者 可 以 在 http://www.li.fr/~delahaye/PLS416 找 到 它们 。 


























现在 ,我 们 就 来 看 看 如 何 用 这 种 方法 ， 以 绝对 安全 的 方式 传递 秘密 
信息 ， 并 将 其 发 送 给 没有 计算 机 的 人 。 

阿兰 想 要 给 贝 雅 特 丽 斯 发 送 密 信 。 他 们 相 见 一 次 并 确定 了 一 系列 随 
HLR, HETE Mi, M, M,， 了 两 人 各 目 保 留 一 份 ， 再 无 他 人 知晓 。 他 
们 也 可 以 通过 网 络 约定 并 传递 掩 模 : 阿兰 生成 掩 模 并 发 送 给 贝 雅 特 丽 斯 。 
不 过 右 是 通过 网 络 ， 束 要 确保 传送 掩 模 图 像 My, Mo, …, M, 的 时 候 不 被 
别人 发 现 。 通 过 使 用 受 保护 的 信道 或 使 用 类 似 RSA 的 加 密 方法 ， 可 以 
保证 远程 共 圣 万 无 一 失 。 

阿兰 可 不 打算 动手 一 个 像 系 、 个 像素 地 夯 出 加 密 图 像 C! 于 是 ， 
他 将 掩 模 储存 成 计算 机 文件 的 形式 ， 并 用 计算 机 生成 加 密 图 像 C。 贝 雅 
特 丽 斯 只 需要 用 眼睛 看 就 能 将 图 像 解密 。 一 旦 完成 了 捧 模 的 共享 ， 阿 兰 
和 贝 雅 特 丽 斯 就 可 以 安全 地 通过 邮局 或 者 密使 来 传递 秘密 ， 即 便 后 者 不 
DAR To 
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当 阿 兰 想 给 贝 雅 特 丽 斯 发 一 张 秘密 图 像 S 时 ， 他 在 所 有 的 掩 模 Mi 
中 选择 一 个 ， 用 计算 机 得 出 图 像 C = M; XOR S， 将 其 寄 出 或 者 以 印 在 
透明 纸 上 的 形式 送 给 贝 雅 特 丽 斯 ， 并 告诉 她 所 用 的 掩 模 和 号 人 码 为 i。 m i 
可 以 训 无 风险 地 与 在 透明 纸 上 ， 因 为 没有 掩 醒 M, M, t, M, 的 人 即便 
得 到 i 这 个 信息 也 无 济 于 事 ， 无 论 如 何 也 得 不 出 比 透 明 图 像 C 中 更 多 的 
半生。 阿兰 也 可 以 通过 网 络 将 加 密 图 像 C 发 给 贝 雅 特 丽 斯 并 请 她 收 到 电 
于 文件 后 将 C 打印 在 透明 纸 上 。 


贝 雅 特 丽 斯 只 要 将 收 到 的 透明 图 像 C 和 她 手 里 的 掩 模 M, 的 透明 图 
像 重 营 ， 就 可 以 看 到 秘密 图 像 。 之 后 阿兰 和 贝 雅 特 丽 斯 要 将 M; EF, 
不 能 再 次 使 用 。 

为 了 抵挡 间 诛 的 攻击 ， 掩 模 图 像 M, M. c, M, 应 尽 可 能 随机 ， 这 
点 十 分 重要 : 应 该 通过 较 好 的 随机 序列 生成 方法 来 产生 掩 模 ， 而 且 , È 
其 不 能 用 有 意义 的 图 像 来 做 掩 模 。 为 外 ， 绝 对 不 能 重复 使 用 同一 个 掩 模 
M: 要 是 这 么 做 ， 就 不 能 保证 任何 保密 性 ( 参见 “永远 不 要 重复 使 用 同 
一 个 掩 模 ”)。 
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2. 永远 不 要 重复 使 用 同一 个 掩 模 


若 采 用 一 次 性 掩 模 加 密 法 生成 透明 的 加 密 图 像 ， 就 绝对 不 能 重复 使 用 
同一 个 掩 模 。 请 看 论证 。 

这 里 使 用 与 图 1 相同 的 图 像 形式 和 相同 的 掩 模 M， 通 过 与 掩 模 M 进 行 异 
或 运算 生成 一 个 隐藏 了 SECRET 一 词 的 图 像 ; S' = SECRET(a), C = M XOR 
S' (b)。 寿 间谍 获取 了 两 个 秘密 信息 ( 拿破仑 头像 和 SECRET 一 词 , ， 并 将 C 
和 C’ 两 张 透明 图 像 重合 ， 就 可 以 看 到 图 像 C OR C”(c)。 奉 间谍 (借助 于 计算 
机 ) 对 两 幅 加 密 图 像 进行 异 或 运算 (d)， 即 C XOR C*， 就 能 得 到 更 加 干净 的 结 
果 : C XOR C =(M XOR S) XOR (M XOR S’) =S XOR 0 XOR S’ = S XOR S^, 

所 以 ， 同 一 个 随机 掩 模 只 用 一 次 是 一 种 无 懈 可 击 的 方法 ,但 同一 个 掩 模 用 
两 次 就 是 极其 思春 的 行为 。 
a 























SECRET 


en re i AE > } ANE i E It - 
秘密 图 像 : S ui C ” ay '— 重 构 图 像 : C XOR C? 























只 要 休 守 这 两 条 安全 指令 ， 这 种 方法 就 是 可 徘 的 。 这 样 的 加 密 系 统 
EMTA - 香农 已 经 在 1949 年 证 明 的 无 懈 可 击 的 “一 次 性 密码 本 ” 
(也 叫 作 one-time pad 或 Vernam 编码 )。 


将 M, 和 C 两 张 透 明 图 像 重 琶 的 确 能 够 显现 出 图 像 S， 但 是 ， 由 于 
人 有 眼 瞬间 进行 的 “或 ”运算 在 初始 秘密 图 像 上 留 下 了 代替 白色 的 噪点 ， 
图 像 因 品 点 和 干扰， 质量 也 受到 了 影响 。 如 采 贝 雅 特 丽 斯 能 够 用 计算 机 破 
解 ， 而 不 是 眼睛 直接 看 ， 就 可 以 获得 完美 的 解密 。 其 实 ， 我 们 知道 对 于 
任意 消息 A， 有 A XOR A=0 和 0 XORA=A( 你 可 以 用 白色 和 黑色 的 
取 值 来 验证 ,白色 为 0， 黑 色 为 1 ); 贝 雅 特 丽 斯 对 M 和 C 进行 异 或 运 
算 就 能 重新 得 到 S， 因 为 : 

M, XOR C = M, XOR (M, XOR S) = (M, XOR M) XOR S= 0XOR S = S. 











注 1 下 文 记 作 OR。 一 一 译 者 注 


当然 ， 我 们 要 重申 : 一 旦 生成 了 掩 模 M 和 加 密 图 像 C， 两 者 任何 
一 个 都 不 单独 具有 秘密 网 像 S 的 丝毫 信息 。 对 于 M; 很 显然 ， 因 为 生成 
它 的 时 候 甚至 还 不 知道 将 要 被 加 密 的 图 像 S 是 什么 。 现 在 来 推理 证 明知 
道 C 而 不 知道 M, 也 无 法 得 出 S 的 丝毫 信息 。 


一 个 间 诬 拥有 图 像 C， 并 知道 它 是 通过 一 次 性 掩 模 加 密 法 生成 ， 却 
不 知道 掩 模 是 什么 样子 ， 他 可 能 会 尝试 所 有 掩 模 。 这 些 掩 模 理 应 具有 相 
同 的 概率 被 用 来 从 S 生成 Co 

间谍 认为 ， 只 要 系统 性 地 尝试 所 有 掩 模 ， 当 找 出 正确 的 掩 模 M, 时 ， 
一 幅 图 像 就 会 从 随机 的 迷 筋 中 浮现 ， 也 就 说 明 他 找到 了 正确 的 掩 模 M;。 
然而 ， 这 个 想法 只 是 幻想 : 对 于 任意 不 同 于 S 的 图 像 S*， 存 在 掩 模 M’， 
当 对 M? 和 加 密 图 像 C 进 行 异 或 运算 时 会 得 出 SX 即 掩 模 M’= C XOR S"). 
因此 ， 如 果 系 统 地 演 试 所 有 的 可 能 掩 模 ( 为 外 ， 掩 模 数 量 太 多 ， 这 也 不 
容易 实现 )， 间 诬 将 会 遇 到 错误 结果 S, 而 Ss 和 真正 的 秘密 网 像 S AA 
相等 的 概 率 。 无 论 碰 到 何 种 错误 结束 S*， 结 局 都 一 样 。 厂 间谍 手 里 只 有 
C, 无论 怎 样 也 没有 办 法 能 将 S 与 其 他 任何 图 像 S 加 以 区 分 ， 也 就 没有 
任何 办 法 认 出 S 就 是 暗藏 在 加 密 图 像 C. 中 的 图 像 。 

这 个 加 密 方法 其 实 很 容易 实现 。 我 没有 使 用 任何 专业 软件 就 做 出 了 
图 1 中 的 图 像 : 我 只 用 到 了 随机 网 格 ( 借助 Golly 软件 )， 然 后 用 一 般 
的 画图 软件 ( 比如 苹果 电脑 上 的 Graphic Converter ) 对 图 像 进行 操作 。 


























信息 的 保存 


视觉 密码 学 的 基本 方法 存在 一 个 小 小 的 缺陷 。 在 图 像 M OR C 中 ,一 
半 的 像素 丢失 了 。 因 为 虽然 S 中 的 黑色 像素 还 是 黑色 的 ， 但 是 一 半 的 白色 
像素 被 变 成 了 黑色 。 若 没有 计算 机 进行 异 或 运算 ， 准 确 恢复 每 一 个 像素 ， 
图 像 M, OR C 就 是 我 们 唯一 能 看 到 的 效果 。 若 图 像 S 有 足够 多 的 宛 余 信息 ， 
比如 文字 的 字母 写 得 很 大 ， 读 取 并 无 大 碍 。 反 之 ， 若 要 给 没有 计算 机 的 人 
传送 一 幅 每 个 像素 都 很 重要 的 图 像 ， 一 次 性 掩 模 加 密 法 就 行 不 通 了 。 这 也 许 
就 是 纳 奥 尔 和 沙 米尔 在 1994 年 提出 的 新 方法 与 基本 方法 略 有 不 同 的 原因 。 

二 人 提出 的 方法 描述 如 下 : 待 加 密 图 像 的 每 一 个 像素 被 分 成 两 个 “ 半 
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IRR”, HEBEL M, M, c M, 也 一 样 。 为 了 对 半 像 系 进 行 操 作 ， 我 们 将 图 
像 的 大 二 翻 倍 ， 使 每 一 组 四 个 像素 可 以 被 视 作 一 个 像素 ， 由 此 可 一 分 为 
二 (其 至 一 分 为 四 ， 对 其 他 加 密 方法 也 是 有 用 的 )。 


XK, BHR M, M, …, M, 由 半 像 素 的 随机 网 格 构成 : M, 的 每 一 个 
像 系 部 根据 尽 可 能 完美 的 随机 方法 抽取 出 来 ， 其 右 半 像素 填充 为 黑 或 者 
左 半 像 系 填充 为 味 ， 或 者 相反 。 


加 密 图 像 C 也 由 半 像 素 构成 。 如 末 秘 密 图 像 $ 在 (x, y) 位 置 上 的 像 
ZNAE, M CEE, y) 位 置 上 的 半 像 素 与 掩 醒 M, 的 相应 半 像 素 相 同 ; 
RZ, MSE M, 的 相应 半 像 系 颜 色相 反 。 和 之 前 一 样 ， 图 像 M 和 图 
像 C 都 是 均匀 灰色 图 像 ， 且 不 包含 丝 蝶 有 头 $ 的 信息 (参见 “无 损 的 一 
次 性 掩 模 加 密 法 ”)。 





























3. 无 损 的 一 次 性 掩 模 加 密 法 
一 种 方法 存在 一 个 缺陷 : 人 眼 通 过 重 莅 掩 模 M 和 加 密 图 像 C 重 构 的 

图 像 (对 应 “或 运算 ”而 非 “ 异 ”。 者 模 : M b RAMAS M 
或 运算 ”) 无 法 恢复 所 有 的 自 
色 像 素 ， 而 将 其 一 半 转 化 为 黑色 
人 
为 左右 两 个 半 像 素 ) ， 就 可 以 避 
REAR "Ege Tt" mde skis p | 
算 ”( 人 了 眼 无 法 进行 异 或 运算 ! ) p LEER: S " d i 加 密 'EMÉ: C = M XOR S 
而 导致 的 信息 损失 。 do 

现在 ， 从 以 一 分 为 二 的 像 
素 构成 的 掩 模 M(a) 开 始 : 图 像 的 
尺寸 已 经 翻 倍 ， 之 前 的 每 一 个 像 + 
素 现在 由 包含 四 个 像素 的 正方 形 0 
构成 。 每 个 Round ”或 者 左 半 。 。 生 要 得 到 的 图 像 ，C OR Mf 重 构图 像 ，S=C XOR M 
边 、 或 者 右 半 边 是 黑色 的 ， 为 随 GN | NETT 
机 选取 的 结果 prs 
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S(c) 和 掩 模 M 之 间 进 行 异 或 运算 
模 上 对 应 S 上 黑色 像素 的 相应 像 
素颜 色 翻 转 : 












































ace EmURXIAURG,.HSLEMAEMAXISR6, WC ERU 
应 像素 左边 为 黑色 ( 翻转 ) ; 
a 知 秘 密 岁 像 S 上 的 像素 为 白色 ， 则 加 密 图 像 C 上 的 相应 像素 与 掩 模 
相同 。 
秘密 图 像 的 重 构 方法 不 变 : 将 图 像 M 和 C 重 又 ( 即 M OR C ) ， 我 们 得 
到 一 幅 图 像 ， 在 $ 中 是 黑色 的 像素 仍 为 黑色 ， 在 S$ 中 是 白色 的 像素 则 被 一 半 
是 黑色 的 像素 代替 ( 黑色 半 像 素 随机 出 现在 左右 两 边 ) 。 没 有 任何 信息 丢 























失 。 和 之 前 一 样 ， 通 过 进行 M 和 C 之 间 的 异 或 运算 〈 需 要 使 用 计算 机 而 不 仅 
仅 是 两 张 透明 纸 ) ， 可 以 准确 地 以 原始 对 比 度 重 构 秘 密 图 像 S。 








将 C 和 M 重 营 ，S 中 黑色 像素 的 地 方 就 会 有 一 个 黑色 像素 ，S 中 
白色 像素 的 地 方 就 会 有 一 个 黑色 半 像 素 和 一 个 日 色 半 像素 ( 因为 此 时 C 
和 M; 选 定 相同 的 相应 像素 )。 


这 一 次 ， 人 了 眼 观 察 到 的 重 锥 图 像 就 还 原 了 S 的 所 有 像素 。 原 先是 日 
色 像 素 地 方 的 半 像 素 起 到 了 改变 对 比 度 的 作用 (日 色 变 成 了 灰色 ) 这 
一 次 ， 图 像 M, OR C 与 秘密 图 像 $ 的 对 比 度 相差 无 几 ， 既 完美 重 构 了 秘 
密 ， 也 没有 损失 任何 信息 (参见 “无 损 的 一 次 性 掩 模 加 密 法 ”)。 











不 上 断 完 委 TT 


把 一 个 像素 分 成 子 像素 的 思路 也 实现 了 另 一 些 神 奇 的 方法 ， 下 面 就 
是 两 个 例子 : 

© 将 一 幅 图像 分 解 成 m 个 

对 所 有 给 定 正 整数 kk 和 mm, 可 以 定义 一 个 透明 图 像 构 造 系 统 , 例如 ， 
T ARR S m 个 不 同 的 加 密 图 像 C, C, C,， 且 已 知 其 中 小 于 k 幅 
图 像 都 无 法 得 出 秘密 图 像 $, 而 从 已 知 CG, C,…, GC, 中 抽取 任何 k 幅 图 像 ， 
就 可 以 重 构图 像 S- 

换 一 种 说 法 ， — H. S 的 信息 被 分 解 成 Ci C,…, Cn 并 分 给 m 个 不 同 
的 人 ， 和 若 其 中 大 个 人 达成 一 致 ， 就 可 以 破解 S， 而 小 于 大 个 人 就 必定 一 
无 所 获 。 


“一 分 为 三 的 像 ”中 通过 一 个 例子 介绍 了 一 种 方法 将 秘密 图 像 分 成 
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三 个 透明 图 像 C,、C,、C;， 三 幅 图 像 中 的 两 幅 绝 对 无 法 得 出 S$， 而 三 幅 
HU gos] EAE So 





4. 一 分 为 三 的 像 
秘密 图 像 S 图 像 A 图 像 B 图 像 C 





图 像 (AORBORC) ”图像 (A OR B) 图 像 (B OR C) 图 像 (A OR CO) 


重 构 本 文 所 描述 的 两 种 方法 中 图 像 的 信息 ， 需 要 同时 具备 掩 模 和 加 密 
图 像 。 图 像 信息 被 一 分 为 二 。 更 进一步 ， 我 们 可 以 将 一 幅 图 像 一 分 为 三 (或 
更 多 ) ， 其 中 单独 一 幅 都 与 秘密 图 像 S 上 毫 不 相干 ， 即 使 拥有 三 者 中 的 两 幅 也 
无 法 得 出 S 的 丝 密 信息 。 不 拿 到 三 幅 图 像 就 什么 也 得 不 到 ! 在 《丁丁 历险 记 
系列 》 之 《 独 角 兽 号 的 秘密 》 中 ， 埃 尔 热 如 果 知 道 这 个 方法 ， 他 一 定 会 用 在 
三 张 秘密 羊皮 纸 上 ( 见 下 图 ) ， 三 张 的 重 堆 就 会 显现 出 沉船 宝藏 的 位 置 。 

我 们 来 看 看 将 一 幅 图 像 完 美 地 分 成 三 幅 的 
方法 。 先 将 每 一 个 像素 分 成 四 个 子 像素 。 知 秘 
密 图 像 的 尺寸 是 n x m， 我 们 将 生成 三 幅 尺 寸 
| 为 2n x 2m 的 图 像 A、B 和 C， 将 其 重 半 将 会 显 
现 秘密 图 像 S$。 在 白色 像素 的 位 置 , A, B, C 
A 
子 像素 ， 而 在 黑色 像素 的 位 置 ， 重 琶 将 显 
ARRA x24 Y 3. ROS EEBEPT TR dll 
失 ，A、B、C 的 重 又 却 能 将 信息 完全 重 构 ( 再 通过 计算 机 处 理 就 可 以 完整 地 
恢复 S ) 。 

图 像 A( 如 图 ) 将 由 从 (黑白 , 黑白 ) 和 ( 白 黑 ， 白 黑 ) 中 随机 选取 
的 2 x 2 个 子 像素 构成 。 图 像 B 将 由 从 (白白 , 黑 黑 ) 和 ( 黑 黑 ,白白 ) 中 随 
机 选取 的 2 x 2 个 子 像素 构成 。 图 像 C 将 由 从 ( 白 黑 ， 黑白) 和 (黑白 , A 
黑 ) 中 选取 的 2 x 2 个 子 像素 构成 。 但 是 ， 图 像 C 的 子 像素 却 并 非 随机 选取 ， 
而 是 按照 如 下 规则 : 
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色 子 像素 和 三 个 黑色 子 像素 ; 

o 否则 ，A 、B、C 相 应 像素 重 秋 由 四 个 黑色 子 像素 组 成 。 

很 容易 验证 ， 通 过 考察 A 和 B 的 像素 的 四 种 可 能 情况 ， 这 样 的 变换 总 是 
可 行 的 。 

我 们 来 证 明 这 个 方法 确实 具备 所 述 的 特性 : dX. 
和 凭 俏 A、B 、C 之 中 的 两 幅 图 像 不 能 得 出 秘密 图 像 S 
的 任何 信息 。 很 显然 具有 A 和 B 无 法 得 出 有 关 秘 密 
图 像 S 的 任何 信息 ， 因 为 A 和 B 不 需要 使 用 S 就 已 随 |A 的 像素 Cmn, 黑白 ) 或 
机 生成 。 HA, HA) 

同样 ， 我 们 来 证 明 具 有 A 和 C 也 无 法 得 到 S ( 具有 
B 和 C 情 况 的 推理 相同 ) 。 考 虑 S 中 坐标 为 (x,y) 的 像 
素 。A 和 C 中 的 相应 像素 必然 覆盖 四 个 子 像素 中 的 
三 个 (通过 考察 四 种 可 能 情况 能 够 验证 ) 。 根 据 B UH NS 
中 的 相应 像素 黑色 部 分 在 上 或 是 在 下 ，A、B、C 的 |“ 办 
重 闪 将 显示 S 中 的 一 个 白色 像素 或 黑色 像素 。 没 有 B " " 
就 意味 着 没有 S 上 (x,y) 坐 标 处 像素 的 任何 信息 。 这 对 
于 S 的 所 有 像素 都 成 立 ， 所 以 只 有 A 和 C 也 绝对 无 法 
得 到 |S。 a 黑白 ) x 

我 们 于 是 得 出 ， 仅 仅 将 图 像 A、B 、C 中 的 两 幅 
EGER. JGLEd3 B EI TS Eo 












































5. 掩 模 的 戏法 
使 用 图 1、2、3、4 中 描述 的 方法 很 容易 引 人 注 意 ， 人 们 会 怀疑 “随机 
形态 ”的 灰色 图 像 暗 藏 玄机 。 于 是 ， 有 人 提出 一 种 完善 方法 ， 撞 模 M 和 加 
密 图 像 C 不 再 是 灰色 ， 而 是 有 意义 的 图 像 。 将 二 者 重 攻 ,原本 的 图 像 就 会 消 
A, 显现 出 秘密 图 像 。 
这 个 很 容易 想象 的 方法 ， 我 们 不 再 介绍 其 细节 。 
M C MorC 
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可 以 看 出 ， 在 M 和 C 两 幅 图 像 中 ， 图 画 是 通过 两 种 灰色 来 表现 的 : 一 种 
是 50% 灰 色 (一 半 白 色 像 素 ,， 一 半 黑 色 像 素 ) ， 另 一 种 是 7$% 灰 色 〈 1/4 自 
色 像 素 ，3/4 黑 色 像 素 ) 。 而 在 重 构 的 S 图 像 中 也 有 两 种 灰色 :一 种 75% 灰 色 
和 100% 由 黑色 像素 组 成 的 灰色 ， 使 秘密 图 像 十 分 明显 。 











© 无 法 怀疑 的 秘密 

该 方法 生成 两 幅 表面 上 看 平淡 无 奇 的 图 像 U M V (例如 马 和 大 和 象 )。 
然而 , X U M V SUELE Ud V 中 原本 的 图 像 消失 ， 而 出 现 第 三 幅 
图 像 ， 即 隐藏 的 秘密 图 像 ( 参见“ 掩 模 的 戏法 ”)。 


本 章节 的 所 有 图 像 都 可 以 在 http//www.lifl.fr/-delahaye/PLS416 找到 。 





天 使 问题 


经 过 了 三 十 年 的 研究 ， 天 使 问题 终于 得 到 了 解答 ! 约翰 . 
康 威 输 掉 了 挑战 ， 不 过 最 终 答案 却 证 实 了 他 的 猜想 : 力量 为 
2 的 天 使 能 够 摆脱 恶魔 。 


KEREK O 康 威 提出 的 “天 使 问题 ”是 一 个 在 棋盘 上 围困 移 
动 棋子 的 游戏 。 这 个 迹 题 属于 大 卫 … 西 佛 曼 和 理 查 德 . 爱 普 斯 坦 在 20 
世纪 40 年 代 末 发 明 的 一 类 游戏 。 让 我 们 来 看 看 问题 的 陈述 。 

在 无 穷 大 的 方 格 棋盘 中 ， 天 使 占 一 个 格子 ， 像 国际 象棋 中 的 王 那样 
移动 : 可 癌 上 下 左右 或 对 角 线 方向 移动 一 格 。 天 使 试图 摆脱 恶魔 ， 恶 魔 
每 走 一 步 将 任意 摧毁 棋盘 上 的 一 个 格子 〈 不 同 于 天 使 所 在 位 置 ) 恶魔 
先 开 始 移动 ， 然 后 天 使 和 恶魔 轮流 走 。 亚 魔 的 目标 是 围 堵 天 使 ， 将 其 内 
禁 在 8 个 摊 毁 的 格子 中 间 。 天 使 的 目标 是 一 直 摆脱 恶魔 。 游 戏 中 没有 任 
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ES (力量 为 1 ) 天 使 游戏 的 规则 。 天 使 是 无 穷 大 棋盘 上 的 一 颗 棋 子 ， 用 蓝 色 棋 
子 表 示 。 每 一 步 ， 天 使 沿 水 平 、 竖 直 或 对 角 线 方向 移动 一 格 ( 力量 为 n 的 天 使 
可 最 多 移动 n 格 )。 轮 到 恶 厅 的 时 候 ， 可 任意 摧毁 一 个 格子 (红色 格子 )， 那 么 
天 使 自然 就 无 法 再 前 往 该 格子 。 恶 魔 先 走 ， 并 试图 用 一 道 沟 于 住 天 使 将 其 困 住 ; 
知 沟 没 有 靖 个 格子 宽 ， 天 使 就 能 从 上 面 跳 过 去 。 天 使 的 目的 是 一 直 摆 脱 恶魔 的 
围困 。 天 使 和 恶魔 轮流 走 。 力 量 为 1 的 天 使 会 被 玩 得 好 的 恶魔 困 住 CAN “A 
ZA 1 的 天 使 会 被 围 住 ”)。 
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何 随机 因 系 ,两 位 对 手 各 有 目 有 办 法 确保 获胜 ， 天 使 或 被 围 住 ， 或 没 被 围 
住 。 两 者 谁 能 获胜 ， 又 应 如 何 取胜 呢 ? 

埃 尔 温 * 但 利 坎 普 给 出 了 如 下 答案 : 恶魔 如 果 恰 当 应 对 ， 就 总 能 够 
取胜 ， 成 功 将 天 使 内 禁 在 一 个 被 隔绝 的 格子 里 。 尽 管 问 题 陈述 起 来 很 简 
单 , 你 会 发 现 答案 并 不 那么 显而易见 ( 参见 “力量 为 1 的 天 使 会 被 围 住 ”)， 


2. 力量 为 1 的 天 使 会 被 围 住 


机 敏 的 恶魔 总 是 能 把 力量 为 1 的 天 使 ( 即 国际 象棋 中 的 王 ) 围困 在 被 摧 
毁 的 8 个 格子 所 隔绝 的 格子 中 。 亚 魔 取胜 的 方法 可 以 保证 天 使 逃 不 出 边 长 为 
35 个 格子 的 正方 形 ， 也 就 是 说 ， 天 使 永远 也 到 不 了 边缘 格子 。 

第 一 阶段 : 天 使 在 前 12 步 随意 移动 ， 而 恶魔 将 摧毁 以 天 使 起 点 为 中 心 、 
边 长 为 35 格 的 黑色 正方 形 每 个 顶点 上 的 3 个 格子 ， 如 图 所 示 。 在 这 个 阶段 ， 天 
使 最 多 移动 12 格 ， 所 以 必然 留 在 绿色 限定 的 正方 形 内 。 

第 二 阶段 : 花 几 分 钟 时 间 ， 利 用 棋子 或 简 图 对 情况 稍 作 思 考 ， 不 难看 
出 恶魔 现在 可 以 做 到 : (1) 若 天 使 在 离 顶 点 较 远 且 接 近 边 的 地 方 ， 亚 魔 能 防 
止 天 使 越过 大 正方 形 的 边 〈 此 时 对 恶魔 来 说 ， 顶 点 处 被 挫 毁 的 格子 并 不 是 
必须 的 ) ; Q) 恶魔 能 防止 天 使 利用 顶点 (此 时 ， 顶 点 处 之 前 已 被 挫 毁 的 格 
子 就 尤为 重要 ) 。 

第 三 阶段 : X eme 
魔 为 了 防止 天 使 越 
BUEDE 5X 
Tk gb dte BEI IK g35 
格 正方 形 的 边 : 在 
x4 ERES, DXdunI 
VIS AERE TE I 1] 
Bub, AO E 
起 e —H 
晋 魔 完 成 目标 ， 天 
使 就 被 困 在 边 长 为 
33 格 的 正方 形 内 。 

第 四 阶段 (未 
在 图 中 表示 XE 
魔 逐 个 摧毁 内 部 的 
格子 ， 天 使 最 终 被 
围困 在 8 个 被 摊 毁 的 
格子 中 间 。 
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展示 了 这 类 追逐 问题 的 魅力 所 在 。 现 在 ， 不 考虑 天 使 每 一 步 只 能 走 一 格 
的 情况 ,我们 赋予 力量 为 n 的 天 使 每 步 最 多 可 以 移动 n 格 的 能 力 ， 就 像 
国际 象棋 中 的 王 最 多 能 连续 走 n 步 : 从 坐标 为 QJ) 的 格子 ， 天 使 可 以 
ANAE N (i +k, j+ m) 的 格子 ， 其 中 和 m 为 0 到 之 间 的 整数 ， 
上 且 不 考虑 起 点 和 终点 之 间 可 能 出 现 的 障 但 一 一 天 使 如 同 国际 象棋 中 的 马 
一 样 “ 会 飞 ”。 

这 一 次 ， 恶 秦 想 要 困 住 天 使 ， 就 需要 用 宽度 为 n 的 沟 来 围 住 对 手 ， 
这 条 沟 如 果 不 够 宽 ， 天 使 就 会 按照 规则 飞 过 去 。 这 就 是 “力量 为 对 的 天 
使 问题 尽管 优秀 的 数学 家 们 不 懈 努 力 ,这 个 疑难 问题 三 十 年 悬而未决 。 

作为 顶级 数学 家 中 的 一 员 ， 康 威 证 明了 不 少 有 关 力 量 为 半天 使 的 有 
趣 结论 ， 稍 后 我 们 将 做 介绍 。 他 还 许诺 ， 颁 发 100 美元 奖金 给 找 出 确保 
力量 为 2 (或 更 大 ) 的 天 使 能 一 直 摆脱 恶魔 的 策略 之 人 ，1000 美元 给 成 
功 证 明 力 量 为 n(n 大 于 等 于 2 ) 的 天 使 总 能 被 足够 机 智 的 恶魔 于 博之 人 。 
2006 年 ， 四 位 研究 者 几乎 同时 发 现 了 问题 的 解 。 挪 威 奥 斯 陆 的 奥 德 瓦 
尔 … 科 和 鲁 斯 特 和 澳大利亚 墨尔本 的 安 德 拉 斯 . 马 特 都 提出 了 使 力量 为 2 
的 天 使 摆脱 恶魔 的 策略 ， 而 英国 南安 普 顿 的 布 莱 恩 . 伯 带 奇 和 美国 波 土 
顿 的 彼得 页 克 斯 则 提出 了 针对 更 强 天 使 的 结论 。 

因此 ， 无 论 亚 魔 怎样 做 ， 力 量 大 于 等 于 2 的 天 使 总 是 会 逃脱 。 康 威 
将 不 得 不 拿 出 许诺 的 100 美元 奖金 ， 还 要 决定 这 笔 钱 分 给 谁 、 怎 么 分 ! 
但 是 ， 康 威 凭借 直觉 认为 天 使 逃脱 的 可 能 性 更 大 ， 却 不 无 道理 ， 这 让 他 
避免 了 1000 美元 的 损失 。 

在 描述 力量 为 2 天 使 的 逃脱 策略 之 前 ， 值 得 去 看 一 看 康 威 提出 的 出 
色 结 论 ， 解 释 了 为 什么 天 使 没有 任何 简单 策略 。 

第 一 个 结论 指出 : 若 将 每 一 步 至 少 向 上 移动 一 格 的 天 使 称 为 “上 升 
天 使 "， 上 升天 使 即便 力量 为 万 亿 也 会 输 给 机 智 的 恶魔 ， 亚 魔 有 办 法 万 
无 一 失地 将 其 围困 。 当然 ,该 结论 对 下 降 天 使 回 左 或 癌 右 的 天 使 也 成 立 。 

恶魔 用 来 于 困 力 量 为 2 的 上 升天 使 的 方法 (参见 “被 困 住 的 上 升天 
使 ”) 可 以 推广 至 力量 为 n 的 上 升天 使 ,nn 可 以 是 任意 整数 。 这 个 方法 
总 是 有 效 ， 但 要 有 足够 的 耐心 。 

于 是 ， 力 量 为 2 的 上 升天 使 总 是 可 以 被 围困 ， 但 恶魔 要 花费 很 多 
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力量 为 2 的 天 
使 (图 A )、 力 : 
量 为 2 的 上 升天 使 & 
(图 B ) 和 力量 为 
2 的 懒惰 上 升天 使 
CE CO AB RH 
可 能 移动 方式 : 天 
使 能 够 抵达 任何 一 
个 蓝 色 的 格子 。 

让 
证 明 力 量 为 2 的 上 | 
JEUX BEEEEBCUTZBITIELES SERE TE CS HA REA TJ KT HR 77 
始 挖 沟 。 天 使 每 一 步 上 升 最 少 一 格 ， 最 多 两 格 ; 于 是 ， 当 天 使 到 达 离 沟 距 
离 为 £2 时 (图 中 取 k 等 于 12 ) ， 恶 麻将 至 少 挖 挥 了 沟 上 /2 个 均匀 分 布 的 格 
子 。 这 样 ， 亚 魔 就 能 在 总 长 度 (4k+2) 上 挖 出 一 条 沟 的 雏形 轮廓 ( 沟 本 身 包含 
8k+4 个 格子 ) 。 

为 了 简化 下 面 的 运算 ， 我 们 假设 恶魔 控 一 条 略 长 一 点 儿 的 沟 ， 长 度 为 
Sk e Ok aT TEE E Ea a en Aa 
度 1/40 的 沟 的 雏形 〈 恶魔 必须 控 掉 10K 个 格子 ， 并 已 经 挖 掉 54， 即 每 40 个 格 
子 中 挖 掉 了 一 个 ) 。 当 距离 到 了 K/2 时 ， 沟 所 和 需 的 长 度 已 经 减少 了 一 半 。 因 
为 ， 天 使 在 到 达 沟 之 前 还 要 向 上 移动 /2 个 格子 ， 而 在 这 一 过 程 中 ， 天 使 能 
问 侧 面 移 动 的 距离 与 起 始 时 相 比 只 剩 下 一 半 。 于 是 ， 在 下 一 阶段 ( 当天 使 
离 沟 的 距离 从 必 2 缩 小 到 必 4 个 格子 ) ， 亚 魔 只 需 继续 开 控 沟 的 有 用 区 域 〈 长 
度 减少 一 半 ) 。 这 就 是 恶魔 在 天 使 又 上 升 K/4 个 格子 的 过 程 中 要 做 的 事情 。 
在 第 二 个 阶段 里 ， 亚 魔 在 沟 的 有 用 区 域 控 掉 密度 为 1/40 的 格子 ( 虽然 时 间 
少 了 一 半 ， 但 现在 只 要 建造 一 半 长 的 沟 ) ， 故 而 在 天 使 到 达 离 沟 必 4 个 格子 
远 时 ， 有 用 部 分 的 密度 达到 2/40。 

当天 使 又 上 升 久 8 个 格子 ， 沟 的 有 用 部 分 又 一 次 长 度 减 半 ， 密 度 达 到 
3/40。 沟 的 有 用 部 分 密度 在 天 使 离 沟 必 16 个 格子 远 时 达到 4/40， 然 后 在 必 32 
个 格子 远 时 达到 $/40， 依 次 类 推 ， 直 到 天 使 离 沟 必 24 个 格子 远 时 达到 40/40， 
即 等 于 1。 令 kK 等 于 2%*， 当 天 使 到 达 离 沟 一 格 远 的 时 候 ， 恶 麻 就 会 在 有 用 长 
度 上 控 出 完整 的 沟 ， 这 时 ， 沟 的 有 用 长 度 包 括 5 个 格子 ( 每 侧 各 有 两 个 ) 。 
别 忘 了 ， 上 升天 使 每 步 必 须 至 少 向 上 移动 一 格 ， 于 是 ， 天 使 就 被 困 住 了 。 
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时 间 ， 在 成 功 之 前 要 有 走 2” 步 ( 即 大 约 是 一 万 亿 步 ) 的 心理 准备 。 对 
于 力量 为 1000 的 天 使 ， 恶 魔 更 要 远 远 地 离开 天 使 的 出 发 点 开始 挖 沟 了 : 
一 方面 ， 因 为 沟 要 宽 许多 (1000 而 不 是 2 )， 另 一 方面 ， 因 为 天 使 可 以 
更 快 地 回 一 劳改 变 路 线 (1000 格 而 不 是 两 格 )。 我们 已 进入 大 数 范 上 畴 | 
无 论 怎样 ， 图 中 所 示 的 推理 在 数学 上 是 完善 的 ， 而 且 上 升天 使 的 力量 无 
论 高 达 干 还 是 百 万 亿 ， 都 会 被 狐 独 的 亚麻 困 住 。 

















懒 上 升天 使 及 力量 为 2 天 使 的 策略 


“ 懒 上 升天 使 ”在 每 一 步 确 保 不 向 下 移动 ， 但 不 保证 至 少 咎 上 移动 
一 格 ， 也 就 是 说 ， 天 使 可 以 一 下 向 左 或 向 右 走 。 随 着 进一步 探索 ， 康 威 
证 明了 无 论 力量 如 何 ,“ 懒 上 升天 使 ”总 会 被 狐 独 又 耐心 C 比 之 前 更 有 
耐心 ) 的 恶魔 困 住 。 


无 阶 极 籁 上 升天 使 ”不 保证 不 辐 下 移动 ， 但 确保 在 未 来 不 会 到 达 
其 所 在 任意 位 置 下 方 超过 大 个 格子 远 的 地 方 。 这 样 的 天 使 也 终究 会 被 更 
有 了 耐心 的 恶魔 困 住 。 

“逃跑 天 使 ”确保 每 一 步 都 远离 初始 位 置 至 少 一 格 ， 也 总 会 被 狭 猎 
又 耐心 的 恶魔 困 住 。“ 懒 逃跑 天 使 ”和 “Kk 阶 极 懒 逃 跑 天 使 ”也 一 样 ， 读 
者 可 以 猜 猜 这 两 位 天 使 是 怎么 定义 的 。 

这 些 结论 令 人 惊讶 ， 力 量 为 2 (或 更 大 ) 的 天 使 似乎 很 难 逃 脱 恶魔 
的 手 擎 : 即使 存在 逃脱 案 略 ， 也 不 怎么 简单 。 想 一 直 同 上 是 行 不 通 的 ， 
一 下 远离 中 心 也 不 行 : 即便 力量 为 万 亿 ， 天 使 也 要 偶尔 被 迫 折 回回 下 或 
徘 近 中 心 ， 如 宁 需 要 ， 甚 至 要 接受 癌 下 或 回 中 心 折 回 超 过 1000 个 格子 ; 
人 否则， 天 使 就 成 了 1000 阶 极 司 上 升天 使 (或 1000 阶 极 懒 逃跑 天 使 )， 
时 间 长 了 就 会 被 困 住 。“ 力 量 为 2 的 天 使 总 能 逃脱 ” 摘 述 的 就 是 科 和 鲁 斯 
守 所 提出 的 策略 原理 。 

正如 科 鲁 斯 特 在 2007 年 2 月 的 一 份 邮件 中 辣 我 们 解释 的 那样 ， 从 
这 个 策略 中 可 以 演绎 出 力量 为 1 的 天 使 如 何在 三 维 情况 下 应 对 恶魔 的 策 
略 。 尽 管 近 年 来 有 不 少 人 对 三 维 天 使 进行 研究 ， 这 个 问题 也 曾 一 度 久 攻 
不 破 。 而 如 今 ， 它 也 和 二 维 情 况 下 力量 为 2 的 天 使 问题 一 样 有 了 答案 。 
科 鲁 斯 特 的 三 维 解答 在 将 问题 转化 为 先前 的 问题 ， 通 过 让 天 使 在 多 个 
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4. 力量 为 2 的 天 使 总 能 逃脱 
人 们 花 了 三 十 年 才 找到 力量 为 2 的 天 使 如 何 摆脱 绝顶 狭 猎 的 恶魔 的 策 
Wt! 所 以 ,我 们 没 能 一 眼 找 出 方法 也 就 不 足 为 奇 7 了。 奥 德 孔 尔 . 科 鲁 斯 特 





在 2006 年 对 其 中 一 种 策略 进行 了 叙述 ， 并 证 明了 其 有 效 性 。 下 面 就 是 其 原理 。 

一 开始 ， 天 使 确定 一 个 直线 向 上 的 线路 方案 ， 由 蓝 色 箭头 画 出 。 线 路 
左 侧 的 格子 涂 成 橙色 ， 天 使 计划 永远 不 会 经 过 这 些 格 子 。 柳 色 格 子 的 集合 
会 随 着 天 使 修改 线路 方案 而 增加 ， 因 为 ， 天 使 将 试图 把 恶魔 摧毁 的 格子 
(红色 表示 ) 尽 可 能 多 地 放 进 线路 方案 左边 的 这 个 “被 绕 过 ”区 域 。 

天 使 每 走 一 步 都 会 仔细 研究 是 否 可 以 修改 线路 ， 以 便 绕 过 被 恶魔 摧 虎 
的 红色 格子 ， 同 时 杂 循 一 项 规则 : 仅 当 可 以 至 少 绕 过 m 个 被 毁 的 格子 时 ， 才 
将 线路 方案 延长 2n。 一 旦 有 可 能 ， 天 使 就 会 做 出 这 样 的 修改 。 如 果 有 多 个 
可 能 的 修改 方案 ， 天 使 就 会 选择 能 够 去 除 最 多 红色 格子 的 方案 ( 即将 红色 
格子 划 进 杰 色 的 被 绕 过 区 域 ) 。 乔 候选 方案 效果 相当 ， 天 使 将 随机 选取 一 
种 来 修改 线路 。 


O 天 使 位 置 一 > 天 使 的 线路 方案 
| 天 使 与 线路 的 相交 部 分 图 恶魔 摧毁 的 格子 
1 2 3 





















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































在 (1) 中 ， 亚 麻 摧 毁 一 个 格子 。 没 有 任何 线路 修改 方法 能 绕 过 这 个 格 
子 ， 并 避免 将 线路 加 长 2 个 格子 以 上 。 于 是 ， 天 使 就 不 修改 线路 方案 。 在 (2) 
中 ， 天 使 沿 厦 画 出 的 线路 直线 前 进 ， 并 停 在 路 线 右 侧 。 天 使 与 线路 的 蓝 色 
相交 部 分 每 步 移 动 两 格 ， 这 时 恶魔 又 摧毁 一 个 格子 。 这 一 次 ， 天 使 可 以 绕 
行 ， 将 两 格 红色 格子 划 到 被 绕 过 区 域内 ， 而 只 将 线路 加 长 4 格 ; 既然 符合 规 
则 ， 天 使 接受 这 个 绕 行 方法 ， 改 变 线路 方案 。 
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TEQ)P, AEBIUE. AEBEOCHEBR— TORT. AU TM UCBCERSA EROR 
划 ， 不 用 加 长 线路 就 比 过 了 这 个 格子 。 在 (4) 中 ， 天 使 继续 前 进 ， 恶 魔 又 摧 
BX—^- HT. IWESGBUMNAPEASONCK. CIL ZE EIE AGE IEWS ) , RETE 
修改 线路 规划 。 在 (5) 中 ， 相 同 的 情况 再 次 出 现 。 在 (6) 中 ,线路 加 长 两 格 
可 将 一 个 红色 格子 划 进 被 绕 过 区 域 ， 于 是 天 使 决定 修改 线路 。(7) 和 (8) 也 一 
样 。 在 (6) 和 (7) 之 间 ， 天 使 留 在 了 同一 个 格子 里 (规则 允许 ) ,但 方向 转 了 
180 度 。 在 整个 线路 规划 中 ， 与 天 使 相交 的 蓝 色 线段 的 确 前 进 了 两 格 。 

这 个 “坚定 又 谨慎” 的 策略 使 天 使 逃 出 了 恶魔 设 下 的 圈套 : 只 要 恶 
魔 一 试图 建造 圈套 的 墙壁 ， 这 个 格子 就 被 天 使 划 进 了 绝对 会 绕 过 的 柳 色 区 
域 ， 即 使 这 个 格子 延迟 了 天 使 向 上 的 进程 ,无限 的 可 用 空间 保证 了 天 使 总 
能 继续 其 不 规则 且 不 断 调整 的 脚步 ， 永 远 不 会 被 困 住 。 

迁 回路 线 可 能 会 很 复杂 ， 天 使 不 得 不 同上 下 左右 或 加 中心 折 回 ， 但 
线路 的 更 新 总 是 可 行 的 。 力 量 为 2 的 天 使 将 永远 不 会 被 包围 ， 因 为 在 被 困 
































之 前 ， 更 新 的 线路 规划 就 会 绕 过 障碍 。 一 个 网 站 上 有 一 个 程序 来 测试 该 策 
Wt: http://home.broadpark.no/-oddvark/angel/index.html 。 











平行 平面 之 间 游 走 ， 使 恶魔 疲惫 不 堪 ， 无 法 困 住 对 手 。 

力量 为 2 的 天 使 可 以 飞 过 一 个 孤立 的 被 毁 格 于 ， 或 宽度 为 1 的 沟 。 
按照 定义 ， “力量 为 2 的 王 ” 仅 仅 因 为 不 能 飞越 此 类 障碍 物 而 区 别 于 力 
量 为 2 的 天 使 。 所 以 ， 力量 为 2 的 王 ” 更 加 不 灵活 。 厂 在 无 穷 大 棋盘 
上 追逐 ， 王 能 否 摆 脱 和 恶魔 ?在 这 里 ， 科 和 鲁 斯 特 的 方法 稍 作 修改 也 可 以 
给 出 肯定 的 答案 。 

对 于 力量 为 n 的 国际 象棋 中 的 车 ( 不 能 走 对 角 线 , 每 步 最 多 移动 n 格 ， 
也 不 能 路过 被 毁 的 格子 )， 问 题 更 加 简单 。 一 种 与 力量 为 1 天 使 问题 解 
法 类 似 的 方法 指出 ， 和 车 总 是 会 被 足够 狭 猎 的 恶魔 困 住 。 但 是 ， 力 量 不 限 
的 车 则 可 轻松 脱逃 ， 只 要 每 次 走 到 一 个 所 在 行 和 列 都 不 包含 被 恶魔 拱 毁 
格子 的 格子 中 即 可 。 对 于 象 的 答案 也 相同 : JEN n WRZE, H 
量 不 限 的 象 则 不 会 。 

除了 马 的 问题 ， 平 面 上 的 无 限 追 逐 问 题 几 乎 午 能 解答 。 马 不 如 力量 
为 2 的 天 使 灵活 : 每 步 最 多 有 8 个 可 能 的 移动 位 置 ， 而 不 是 25 个 。 科 
鲁 斯 特 的 方法 在 此 不 适用 ， 至 今 也 没有 其 他 已 知 方法 。 这 个 迹 题 束 留 给 
有 意 发 展 几何 追逐 学 科 的 人 吧 : 在 无 穷 大 棋盘 上 ， 马 是 否 能 摆脱 恶魔 ? 
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力量 为 的 车 ( 即 每 步 最 多 移动 格 ) IEEE CBE IESE PST TR 
子 ) ， 只 要 棋盘 尺寸 大 于 等 于 2k+2， 就 一 定 会 被 围困 。 图 A 展示 了 该 策略 
的 思路 。 

对 力量 为 的 象 (B) 有 类 似 结论 ， 只 要 棋盘 尺寸 达到 4k+3， 象 就 会 被 转 
困 。 将 棋盘 转 过 45 度 ， 我 们 可 以 套用 车 的 方法 。 

(C) 马 位 于 n x nn 棋盘 的 中 心 Cx n] SEXT Hu). 。 亚 魔 试图 防止 其 
到 达 边 界 以 及 离 边 界 一 格 的 地 方 ( 因为 马 一 旦 到 达 ， 下 一 步 就 可 以 逃 出 棋 
盘 ) 。 按 照 (a) 四 重 恶 魔 、(b) 三 重 恶魔 、(c) 双 重 亚 魔 或 (d) 单 重 亚 魔 的 不 同 定 
义 ， 抓 住 国际 象棋 中 马 的 问题 难度 依次 为 (a) 简 单 、(b) 有 难度 、(c) 很 难 、(d) 
无 解 ! 

(a) EPEHBEROSIAAUT AAT, UUEXEBESLASBEMES CE). EEG 
RSPEJVFEAERT 8, UUEXEJREJCUATH LE Hb 3X RE 

(b) 三 重 恶 魔 可 以 在 尺寸 为 16 x 16 的 棋盘 上 抓 住 马 。 

(c) IFAS, BT - 加 德 纳 声 称 收 到 过 论证 (但 从 未 发 表 ) 能 证 
明 硅 棋盘 尺寸 大 于 或 等 于 4500， 马 就 会 被 困 住 。4500 这 一 结论 或 许 有 减 小 的 
空间 。 

(d) 对 于 单 重 恶魔 ， 至 今 无 人 知晓 结果 : 马 是 否 总 能 逃脱 ?相反 ， 当 棋 
盘 足 够 大 时 ， 马 是 否 会 被 困 住 ? 始终 是 个 谜 。 























只 有 力量 为 2 的 天 使 能 逃脱 
我 们 已 经 看 到 在 无 穷 大 的 棋盘 上 ， 力 量 为 1 的 天 使 会 被 恶魔 围困 ， 
而 力量 为 2 的 天 使 则 会 逃脱 。 还 有 中 间 的 情况 吗 ? 


2004 Æ, SEPARI B BWA e SEBISESE RI D - 库 次 和 美 
国 殉 利夫 兰 大 学 的 阿 提 拉 … 波 尔 泊 厦 这 个 方 癌 证 明了 一 个 出 色 结 论 。 假 
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设 天 使 和 亚麻 并 不 是 轮流 出 招 ， 而 是 按照 对 天 使 有 利 的 A 和 D 周期 顺 
序 进行 游戏 , BIA. A, D; A, DD A, A, DNA, DA, A, Dere 
天 使 在 5 次 中 走 3 K, MERE 5 次 中 走 2 次 (参见 “力量 为 1 的 天 使 
会 被 恶魔 抓 住 ” )。 藻 天 使 走 的 频率 严格 小 于 恶魔 走 的 频率 的 两 舍 ， 恶 磋 
总 可 以 困 住 天 使 。 即 使 给 天 使 多 一 点 儿 力 量 , 只 要 力量 不 到 亚 魔 的 两 倍 ， 
就 无 法 摆脱 恶魔 。 科 和 鲁 斯 特 得 出 的 结论 就 是 最 佳 结 果 :， 天 使 凭借 两 倍 的 
力量 摆脱 了 恶魔 。 

最 后 ， 我 们 再 来 看 几 个 追逐 游戏 的 其 他 变化 形式 。 首 先 回 到 国际 象 
棋 棋 子 ， 我 们 试图 在 有 限 的 nxn 正方 形 棋盘 上 来 围 住 棋子 : 棋子 不 再 
寻求 在 无 穷 空间 逃脱， 而 是 逃脱 给 定 的 棋盘 即 可 ， 恶 麻 的 目的 是 防止 棋 
子 逃 出 棋盘 。 在 有 限 棋 盘 的 变化 形式 里 ， 我 们 可 以 设 定 每 步 挫 毁 两 个 格 
子 的 双重 恶魔 或 摧毁 三 个 格子 的 三 重 恶 魔 ， 等 等 。 棋 盘 越 大 ， 亚 魔 越 有 
afem; 我 们 的 目标 是 ， 每 次 确定 能 使 亚 魔 获胜 的 棋盘 最 小 尺寸 。 当 丁 


























1 2 3 4 5 6 / 8 


I3 力量 为 1 的 天 使 会 被 恶魔 抓 住 。 力 量 为 2 的 天 使 则 会 逃脱 。 力 量 在 两 者 之 
间 又 会 怎样 ? 为 了 让 这 个 问题 变 得 有 意义 ， 我 们 假设 一 局 里 天 使 和 恶魔 并 不 按 
ADADAD…… 的 顺序 轮流 走 ， 而 是 按照 预先 确定 的 有 利于 天 使 的 规则 出 招 。 
对 介 于 1 和 2 之 间 的 数 a (例如 y2 ) 的 情况 ， 为 了 确定 轮流 顺序 ， 我 们 在 坐标 
纸 上 画 出 一 条 斜率 为 a 的 直线 。 当 该 直线 与 坐标 系 的 水 平 直 线 相 交 时 ， 天 使 走 
一 步 (A)， 当 该 直线 与 坐标 系 的 垂直 直线 相交 时 ， 亚 魔 走 一 步 (D)。 这 个 方法 保 
证 了 A 与 D 的 比 为 4, 而 A 和 DD 会 尽 可 能 规则 地 交 蔡 出 现 。 库 次 和 波 尔 证 明了 
对 于 任何 严格 小 于 2 的 a， 恶魔 都 会 抓 住 天 使 。 
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盘 的 边 是 偶数 且 没 有 中 心 格 时 ， 出 发 点 是 紧 挨 棋 盘 中 心 点 的 四 个 格子 中 
的 一 个 

当 王 面 对 单 重 恶魔 时 , “力量 为 1 的 天 使 会 被 围 住 ”中 描述 的 解法 
仍然 有 效 : 将 王 放 在 尺寸 为 35 x 35 或 更 大 的 棋盘 中 心 。 恶 魔 沿 着 以 王 
出 发 点 为 中 心 、 尺 寸 为 35 x 35 的 正方 形 周 长 控 一 个 沟 ， 就 总 可 以 成 功 
将 其 围困 。 康 威 、 伯 利 坎 普 和 盖 伊 的 书 中 介绍 了 33 x 33 棋盘 的 一 个 相 
当 复杂 的 解法 ( 见 参 考 文献 )。 

双重 恶魔 〈 每 步 摧毁 两 个 格子 ) 阻止 王 逃 脱 所 需 的 正方 形 棋盘 最 小 
尺寸 问题 则 比较 简单 。 答 案 是 8。 在 尺寸 等 于 或 小 于 7 WERE, NE 
恶魔 无 法 成 功 阻 止 聪 明 的 王 逃 脱 ， 而 一 旦 棋盘 边 长 等 于 或 大 于 8， 无 论 
王 怎样 走 ， 双 重 恶 魔 都 能 将 其 围困 。 读 者 上 自己 来 找 找 原 因 吧 。 狭 猎 的 三 
重 恶魔 只 要 边 长 达到 6 的 棋盘 就 能 将 王 围 困 ， 四 重 恶 魔 上 只 要 边 长 达到 5 
的 棋盘 就 能 将 王 围困 。 

对 于 每 次 只 走 一 格 的 车 (有 时 称 为 Duke )， 单 重 亚 魔 需 要 尺寸 为 8 
的 棋盘 ， 边 长 小 于 等 于 7 时， 恶魔 无 能 为 力 。 推 广 至 一 般 情况 ， 对 于 力 
量 为 上 的 车 〈 可 任意 水 平 或 垂直 移动 ， 只 要 每 次 移动 不 超过 上 格 且 不 能 
越过 毁 掉 的 格子 )， 若 棋盘 尺寸 为 82+3， 单 重 恶 魔 就 能 将 其 围困 。 双 重 
恶魔 能 在 尺寸 为 2k+2 的 棋盘 上 围困 力量 为 下 的 车 ， 但 棋盘 再 小 就 无 能 
Ar. 

将 棋盘 转 过 45 度 ， 就 可 以 将 象 的 问题 转化 成 车 的 问题 。 力 量 为 
的 象 在 尺寸 为 4f+3 的 棋盘 上 会 被 双重 恶 麻 围 困 。 阁 棋盘 尺寸 大 于 或 等 
T 4k+2， 四 重 亚 魔 〈 每 次 摧毁 四 个 格子 ) 就 能 围困 力量 为 大 的 王后 。 三 
重 亚 魔 面 对 力 量 为 下 的 王后 ， 胜 利 就 没 那么 容易 了 ， 不 过 棋盘 尺寸 一 旦 
达到 2n[8n/3]+3( 中 括号 “[]” 表 示 取 整 )， 恶 魔 就 可 能 取胜 。 

“ 象 、 车 与 马 ” 又 介绍 了 有 关 马 的 一 些 结论 。 祝 你 追逐 愉快 ! 
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加 法 和 乘法 一 一 这 些 我 们 在 学 校 里 便 学 

习 掌 握 的 基础 算术 运算 ， 构 筑 了 一 个 复杂 的 

无 限 世 界 。 人 们 经 过 两 干 多 年 的 研究 ， 尽 管 

已 经 积累 了 令 人 难以 置信 的 丰富 知识 ， 但 依 

然 会 不 断 直 到 一 些 斩 新 的 问题 。 有 些 问 题 看 
似 简单 ， 至 今 却 仍 无 法 完美 解答 。 





跳 属 子 游戏 中 的 算术 


3A TE BU UTR T XX Ib ie a fade E EBU MARET AA 
于 此 游戏 的 伯 努 瓦 . 克 鲁 瓦特 制订 了 一 项 规则 ， 从 算术 表 中 
得 出 不 少 定理 和 出 人 总 料 的 狂想。 


粉红 楼 桃 树 ， 和 白 革 果树 一 一 儿 时 的 跳 格子 游戏 
将 她 拥 在 怀 中 ， 安 情 令 我 室 息 
粉红 樱桃 树 ， 白 羊 果 树 一 一 少女 迷人 的 气息 
深 深 地 吸引 着 ， 一 颗 年 少 的 心 


一 一 雅克 … 拉 和 鲁 词 /路 易 基 h, 1950 年 











笛 卡 儿 坐 标 将 代数 与 几何 联系 起 来 ， 将 任何 几何 问题 转化 为 代数 问 
局 ， 在 大 多 数 悄 况 下 ， 只 要 耐心 计算 便 能 够 解答 。 相 反 ， 将 代数 问题 转 
化 为 几何 问题 也 知 要 一 些 定理 ， 右 非 第 卡 儿 坐标 ， 这 样 的 定理 怒 怕 难以 
被 人 理解 ( 例如 求解 线性 方程 组 )。 

然而 ， 除 了 斯 坦 尼 斯 拉夫 ' 乌拉 姆 的 质数 螺旋 、 尤 里 ' 马 季 亚 谢 
维 奇 和 波 利 斯 :斯 捷 奇 金 的 抛物 线 ， 以 及 其 他 儿 个 类 似 的 构造 ， 很 少 
有 算术 问 几 何 图 形 的 转换 。 前 成 斗 机 飞行 员 、 着 迷 于 数学 的 爱好 者 伯 努 
岂 : 元 鲁 甩 特 想 出 了 一 种 有 趣 的 几何 方法 来 表示 数字 一 一 算术 表 。 这 样 
的 表格 似乎 是 欧 拉 发 现 的， 而 元 鲁 瓦特 基于 无 穷 大 跳 格子 游戏 里 在 格子 
间 重 复 跳 路 的 轨迹 ,发展 出 一 门 巧 妙 的 艺术 。 这 个 游戏 让 我 们 以 孩 董 充 
满 赞 叹 的 眼光 来 观察 数字 的 一 些 “ 可 爱 ” 特 性 。 

由 此 ， 我 们 发 现 了 数字 和 图 画 之 间 众 多 的 联系 : 善于 观察 的 人 可 以 
从 这 个 表格 中 找 出 数字 的 约 数 ， 发 现 质 数 和 至 生 质 数 ， 将 哥 德 巴赫 狂想 
可 视 化 ， 计 算 分 形 序列 。 
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E. 算术 表 。(A) 表格 的 各 行 依次 包含 整数 、 以 一 格 间隔 的 整数 、 以 两 格 间隔 的 

整数 、 以 三 格 间 隔 的 整数 ， 依 次 类 推 。 这 样 ， 第 二 行 里 第 nn 个 被 占据 的 格子 就 
是 第 一 行 里 第 n+l 个 格子 除 以 2 的 结果 ， 第 三 行 里 第 n 个 被 占据 的 格子 就 是 第 
一 行 里 第 n+2 个 格子 除 以 3 的 结果 。(B) 更 加 一 般 地 ， 当 j-1 是 i 的 倍数 时 ， 格 
T TGi, 思 非 空 ， 其 值 就 是 1+0-1Yi。(CO) 一 个 数学 的 约 数 出 现在 沿 着 西南 方 同 的 
左下 对 角 线 上 。(D) 数字 n 相应 的 西南 对 角 线 上 的 格子 (黑色 ) 除了 1 和 nn 之 外 
没有 任何 其 他 数字 ， 这 样 的 数字 就 是 质数 。 
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算术 表 的 构造 很 简单 : 

O 第 一 行 是 升序 排列 的 整数 1、2、3、4……; 

a 第 二 行 也 是 升序 排列 的 整数 ， 但 之 间 以 一 个 格子 分 隔 ; 

a 第 三 行 还 是 升序 排列 的 整数 , 但 之 间 以 两 个 格子 分 隔 , 依次 类 推 。 

表格 的 第 一 个 用 处 就 是 能 立即 给 出 数字 的 约 数 ， 即 位 于 从 第 一 行 
的 数字 n 所 在 的 (1, n) 格 开 始 向 左下 方 延 伸 的 对 角 线 上 的 数字 ， 称 为 西 
南方 问 。 

我 们 通过 对 表格 逐 行 检验 来 验证 这 条 性 质 ( 参见 “算术 表 ” 图 A), 
并 通过 考虑 从 (1, n) 格 朝 西南 方向 i 次 移动 一 格 后 的 从 标 来 加 以 证 明 ( 参 
见 图 1B )。 到 达 的 格子 坐标 为 (+i, n- 让 其 中 i=0, 1, 2,… 非 空 的 格子 就 
是 n-i-l 能 被 1 整除 的 地 方 ， 即 n 能 被 1+i 整除 。 这 些 格子 所 包含 的 
整数 T(HS,a-1)9(0--i-2-i-1y(07)9n/(0-2), Bl n W — NAR HT BUR 
小 于 的 整数 都 被 逐 行 “尝试 "， 丈 不 会 有 任何 遗漏 。 

从 这 第 一 条 性 质 就 得 出 了 质数 的 几何 表征 : 整数 ER, CA BU 
当 沿 着 西南 方向 从 nn 开始 直到 第 一 列 的 数字 1 之 间 的 所 有 格子 都 为 空 。 
因此 5、7、11 和 13 都 是 质数 ， 正 如 “算术 表 ” 图 D 所 示 。 











约 数 与 质数 


我 们 注意 到 ， 图 形 根本 无 法 帮助 我 们 找 出 质数 的 最 大 纪录 ， 那 将 会 
生成 一 张 极 大 的 表格 ， 即 便 强 大 的 计算 机 也 没有 如 此 巨大 的 存储 能 
在 这 里 ， 结 论 的 意义 主要 是 给 出 一 种 可 视 化 方法 用 来 寻找 质数 ， 并 给 算 
术 爱 好 痢 出 一 些 有 趣 的 习题 。 

下 面 的 结论 是 关于 挛 生 质数 未 被 证 明 的 一 个 猜想 。 我 们 将 所 有 相差 
2 的 两 个 质数 称 为 挛 生 质数 对 ， 例 如 $ 和 7、11 和 13、17 和 19、29 和 
31。 尽 管 我 们 已 经 知道 很 大 的 挛 生 质数 对 ， 如 今 沿 未 有 人 能 证 明 挛 生 质 
数 对 有 无 穷 多 个 。 

3 756 801 695 685 x2”” -1， 这 是 一 个 有 200 700 位 数字 的 质数 ， 
也 是 运 今 已 知 最 大 宝生 质数 对 的 第 一 个 元 系 ( 发现 于 2011 年 1 月 )。 这 
个 网 站 上 提供 了 已 知 最 大 的 20 对 挛 生 质数 : http://primes.utm.edu/top20/ 
page.php?id-1 ; 
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我 们 来 看 看 克 鲁 瓦特 如 何 用 几何 方法 来 寻找 挛 生 质数 。 

同时 考虑 从 第 一 行 的 款 开 始 治 西南 和 东南 方 回 的 两 条 对 角 线 。 
仅 当 西南 方向 对 角 线 只 包含 表格 第 一 列 的 1， 东 南方 回 对 角 线 只 包含 
时 ， 数 字 n 为 挛 生 质数 的 第 二 个 元 素 。 XE qe EN 
对 挛 生 质数 。 

证 明 这 个 图 形 特征 ， 需 要 基于 之 前 看 到 过 的 一 条 性 质 : 奉 由 整数 7 
开始 朝 着 西南 方 癌 的 对 角 线 仪 包含 1, M a 为 质数 。 

下 面 证 明 第 二 点 : 当 且 仪 当 由 开始 东南 方 回 对 角 线 仪 包含 3 时 ， 
数字 n-2 为 质数 。 从 (1, n) 开始 的 东南 对 角 线 上 的 格子 为 (+i, ni), 
i=2, 3,…。 对 于 二 =n-3 有 T(192-3, n+n-3)=T(n-2, 2n-3)=(3n-6)/(n-2)=3。 
东南 方 回 对 角 线 上 ，71-3 次 沿 对 角 线 方 呵 移动 一 格 后 ， 所 在 格子 非 空 量 
包含 3 

当 且 仅 当 整数 ntitit1-1=n+2i 不 能 被 1+i 整除 时 ,或 换 句 话说 当 
OO a neu 
该 对 角 线 上 i971, 2,…, n-4 的 格子 为 空 。 考 察 所 有 i=1, 2…, n-4 的 格子 ， 
uid m uL d tu SHIRE SHF, 
n-2 为 质数 。 


有 天 李 生 质数 的 猜想 通过 如 下 形式 转化 为 几何 表示 : 算术 表 中 存在 
无 穷 多 个 数字 站 ， 其 西南 和 东 责 方 回 对 角 线 分 别 仅 包含 1 和 3。 和 之 前 
的 例子 一 样 ， 并 不 是 说 这 样 的 转化 能 推动 对 猜想 的 解答 ， 但 拥有 可 视 化 
的 表达 方法 就 够 了 。 
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2E RA (A) 在 几何 上 的 特征 就 是 : AXE R a AR CTERBG 
质数 ) 开始 画 出 两 条 对 角 线 ， 第 一 条 上 只 有 数字 1， 第 二 条 上 只 有 数字 3. 
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KTERAK -DEA IEE "RBERUUMdSAS : 从 4 开始 的 所 
有 侦 数 都 是 两 个 质数 的 和 。 


哥 德 巴赫 猜想 


俄国 彼得 大 管 的 老师 哥 德 巴赫 曾 疝 欧 拉 提出 这 个 狂想。 从此， 这 一 
狂想 一 直 保 持 着 神秘 的 色彩 。 人 们 已 经 验证 了 哥 德 巴赫 猜想 对 3x10° 
以 内 的 所 有 偶数 都 成 立 ， 但 还 不 能 证 明 猿 想 的 正确 性 ! 20004E, 为 了 
宣传 小 说 家 阿波 斯 托 洛 斯 休克 西亚 季 斯 的 著作 《彼得 罗斯 救 叔 与 哥 德 
巴赫 猜想 》( 故事 以 哥 德 巴赫 猜想 为 主题 )， 现 国 编辑 托尼 法 贝尔 悬赏 
一 百 万 美元 给 证 明 哥 德 巴赫 猜想 的 人 -证明 必须 在 2002 年 4 月 之 前 提交 ， 
因 无 人 申 领 ， 奖 金 始终 没有 发 放 。 现 在 ， 即 使 你 能 提出 证 明 ， 除 了 末 准 
之 外 也 再 没有 任何 奖赏 。 

这 一 次 ， 元 和 鲁 也 特 的 图 形 描述 考虑 在 格子 中 采用 CL, -A)， 即 “ 问 
下 一 格 ， 癌 左 k 格 ”的 移动 类 型 ， 以 及 (-1, W, B “m ptk, HA k 
格 ” 的 移动 类 型 。 这 个 跳 格 子 游戏 从 第 一 行 的 n 开始 画 出 一 条 “轨迹 ”。 
为 了 判定 偶数 2n 是 否 能 写成 两 个 质数 之 和 的 形式 ， 克 和 鲁 拟 特 提 出 要 考 
虑 从 数字 n+1 开始 ， 且 k1, 2, 3,… 的 所 有 类 似 轨 迹 。 其 结果 指出 ， 当 有 量 
仅 当 ntl 有 一 个 对 应 于 Kk 的 轨迹 仪 包含 k2 时 ,数字 2n 为 两 个 质数 之 和 。 

例如 ， 整 数 16=2 x 8-2n 为 两 个 质数 之 和 ， 因 为 研 3 的 轨迹 以 
n+1=9 为 中 心 ， 仅 包含 整数 夺 2=53 (人 参见 “ 哥 德 巴赫 猜想 ” )。 于 是 ， 哥 
德 巴赫 猜想 有 了 几何 表达 ， 其 命题 变 成 : 对 每 个 整数 n， 有 与 整数 对 
应 的 轨迹 分 支 仪 包含 他 2。 你 可 以 在 http://www.les-mathematiques.net/ 
articles/Chemins.pdf 找到 克 鲁 瓦特 的 文 昔 ,证明 这 个 几何 表述 等 价 于 哥 
德 巴赫 猜想 。 

在 徐 单 的 倾 糙 路 径 中 ， 人 们 不 禁 想 要 试 试 那些 与 国际 象棋 棋子 中 的 
“ 马 ” 相 对 应 的 路 线 。 令 人 惊奇 的 是 ， 沿 着 这 些 路 线 都 能 得 到 质数 。 

下 面 是 四 个 结论 ， 将 马 的 走 法 与 质数 相 联 系 : 

口 当 且 仅 当 2n-3 为 质数 时 ， 马 从 nn 出 发 沿 东 南 偏 南方 器 (“国际 

象棋 马 的 移动 ”中 黄色 ) 移动 ， 不 经 过 其 他 整数 而 到 达 2; 
口 当日 仅 当 n-3 为 质数 时 , 马 从 nn 出 发 沿 东 南 偏 东方 向 ( 蓝 色 移动 ， 
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不 经 过 其 他 整数 而 到 达 4; 

O 4 BEC 2n-1 为 质数 时 ， 马 从 nn 出 发 沿 西南 偏 南方 向 (绿色) 
移动 ， 不 经 过 其 他 整数 而 到 达 1; 

Q 当 目 仅 当 n+1 为 质数 时 , 马 从 nn 出 发 沿 西南 偏 西方 向 (红色 ) 移 动 ， 
不 经 过 除了 1 以 外 的 任何 其 他 整数 。 因 此 图 4 指出 17、13、23、 
53 为 质数 。 











n n+1 2n 
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哥 德 巴赫 猜想 提出 : 从 4 开始 的 所 有 偶数 都 是 两 个 质数 的 和 。 该 猜想 转化 
为 几何 上 的 表述 就 是 :对 应 27 (这 里 以 16 为 例 ) 的 数字 n (8 ), 有 一 条 轨迹 大 (这 
R3, AE) (XE k62 C5», 





为 53 为 

质数 质数 质数 质数 
21 [2222 [24 [25 [26 [gr] zs | 29 3o | 31 | 2 [3  s4 [35 [se [37 [56 [so |o | 
m| [2| [ss] [re] [e|] [| pw[ pe| [e| [m | 
(e| | 
ILI LL [sl LE eb LI hl pg 
"HIITILBILLLISEH m |A|] 115] | BB [| ||) 11] 1l [js lll 
|e [|i 

| | | | | IILLLLI«4 [3 





[E ERE TR BJ]. Æ 2n-3( 这 里 以 17 为 例 ) 为 质数 ,从 第 一 行 格子 n( 10) 
开始 沿 东 丙 仿 南方 癌 的 黄色 格子 为 空 ， 直 到 格子 2。 同 样 ， 马 在 蓝 色 、 红 色 、 
绿色 格子 的 移动 轨迹 也 如 正文 所 述 确定 了 某 些 数字 是 否 为 质数 : 分 别 对 应 (n- 
3). (n*1) 和 (2n-1)。 
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第 一 条 和 第 三 条 结论 给 出 了 一 个 挛 生 质数 的 新 描述 : 当 且 仅 当 从 
n 出 发 ， 贡 西南 偏 南 和 东南 偶 南 方向 的 路 线 分 别 仅 遇 到 1 和 2 时 ，27-3 
和 2n-1 构成 一 对 挛 生 质数 。 














分 形 、 打 乱 的 纸牌 与 龙 形 曲线 


马 的 路 线 引 出 了 一 个 奇怪 的 数列 一 一 克拉 克 ' AM BUE sf 
尔 欧 数列 ， 也 是 内 尔 : 斯 隆 整 数列 百科 全 书 中 的 A003602 号 数列 〈http:/ 


www.oeis.org )o 


在 给 出 这 个 数列 K(n) 的 奇特 性 质 之 前 ， 我 们 先 来 看 看 马 跳 格子 是 
如 何在 算术 表 里 将 其 遍历 的 。 为 了 得 到 数列 中 的 K(n) 项 ， 将 马 放 在 7 
的 正 下 方 , 即 (2, n) 格 ,然后 令 马 向 西南 偏 南 移 动 , 直 到 抵达 非 空格 子 ( 参 
Ji "K(n) 数列 的 分 形 性 质 ”)。 该 格子 中 的 数值 就 是 K(n)。 

该 数列 引 人 注 目 之 处 在 于 其 具有 分 形 结构 : 每 个 整数 第 一 次 出 现时 ， 
将 其 从 数列 中 去 除 ( 用 红色 表示 ， 占 据 所 有 奇数 位 置 )， 得 到 的 结果 还 
是 数列 本 身 ! 

1, 1, 2, 1, 3, 2, 4, 1, 5, 3, 6, 2, 7, 4, 8, 1, 9, 5, 10, 3, 11, 6, 12, 2, 13, 7, 
14, 4, 15, 8, 16, 1, 17, 9, 18, 5, 19, 10, 20, 3, 21, 11, 22, 6, 23, 12, 24, 2, 25, 
13, 26, 7, 27, 14, 28, 4, 29, 15, 30, 8, 31, 16, 32, 1, 33, 17, 34, 9, 35, 18, 36, 
5. 37, 19, 38, 10, 39, 20, 40, 3, 41, 21, 42,… 在 《 晰 蝎 数 列 及 其 他 发 明 》 一 
章 中 ， 我 还 会 介绍 其 他 分 形 数列 。 金 柏林 与 舒 尔 获 数 列 按照 K(2n)=K(n) 
fll K(2n-1)-n-1 重复 出 现 。 人 们 出 于 好 奇 ， 将 它 与 打 乱 的 纸牌 联系 起 
来 。 右 手持 有 一 把 从 1 到 编号 的 纸牌 ,将 有 牌 堆 最 上 面 的 纸牌 交 蔡 放 到 
(a) 牌 堆 最 下 面 和 (b) 桌面 上 。 两 个 位 置 轮流 摆 放 , 手 里 的 牌 堆 越 来 越 小 ， 
直到 张 牌 都 摆 在 果 上 。 当 所 及 n 张 牌 都 摆 在 加 面 上 的 时 候 ， 号 人 码 为 1 
的 纸牌 在 桌面 上 摆 放 的 位 置 次 序 就 是 K(n)。 你 也 来 试 试 | 

K(n) 数列 还 富有 另 一 种 意义 的 分 形 性 质 : 画 一 条 折线 ， 当 K(n) 为 
奇数 时 向 左 画 、 偶 数 时 向 右 画 ， 就 得 到 著名 的 “ 龙 形 曲线 ”， 由 美国 国 
家 航空 航天 局 的 海 威 、 班 克 斯 和 哈 特 发 现 ， 马 丁 … 加 德 纳 在 1967 年 将 
其 推广 (参见 “K(n) 数列 的 分 形 性 质 ”)。 
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K(n) 数列 的 分 形 性 质 : 每 个 数字 第 一 次 出 现时 ， 将 其 从 数列 中 去 掉 ， 依 然 得 
到 初始 数列 。 将 马 放 在 格子 (2, 站 并 使 其 沿 西 南 侦 南 方 回 移动 ， 遇 到 的 第 一 个 非 
空格 子 里 所 包含 的 数字 就 是 K(n)。 下 方 是 “ 龙 形 曲线 ”的 构造 方法 ， 其 线段 根 
据 Kn) 取 值 的 奇偶 性 问 左 或 辣 右 。 


之 ”字形 路 线 与 加 尔 顿 路 线 


算术 表 上 的 跳 格子 路 线 并 非 一 定 是 直线 。 例 如 ， 克 和 鲁 瓦 特 想 到 向 后 
折 回 的 路 线 : 在 第 n 步 器 下 移动 一 格 并 向 后 移动 n 格 。 克 和 鲁 岂 特 证 明 : 
当 且 仅 当 起 始点 为 2+1 形式 时 ， 这 样 的 路 线 不 会 遇 到 任何 整数 。 


随 春 下 降 并 轮流 左 移 一 步 





























右 移 一 步 ， 这 些 数字 呈现 出 最 简 G(n)/2 

HM "IU FER, wE | | li 
证 明 ， 在 这 种 跳 格 子 方式 下 ， 当 e (n) UAM 
上 且 仅 当 冯 为 241 形 式 时 ， 从 7 UU | 

出 发 不 会 遇 到 任何 整数 。 RAR 





不 是 所 有 的 中 绕 站 是 “wn 
克 鲁 拟 特 提出 一 个 关于 “ 迦 尔 顿 路 线 ” 的 双重 猜想 : 从 算术 表 
第 n 列 的 2 开始 (图 中 将 行 序 倒置 画 出 ) 沿 着 东南 方向 下 降 ， 直 到 遇 到 
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ELE E 

STETIT ETTT- — 
F3 SARRERA: 弯曲 路 线 (A) 和 模拟 迦 尔 顿 板 (C). 下 降 的 路 线 (B) 
使 人 们 能 够 得 出 算术 表 的 新 特性 ， 并 提出 猜想 。 











奇数 的 非 空格 子 ， 然 后 方向 变 成 西南 方向 ( 犹如 迦 尔 顿 板 上 的 钉子 改 
变 落 下 珠子 的 运动 方向 ， 参 见 “ 谊 曲 路 线 和 迦 尔 顿 路 线 ” 图 B )。 如 此 
继续 在 每 次 遇 到 奇数 非 空格 子 时 改变 方向 。 路 线 终结 于 算术 表 第 一 行 的 
一 个 必定 为 偶数 的 格子 ， 记 作 G(n)。 上 图 指出 G(9)=10。 

克 和 鲁 瓦 特 注意 到 ， 数 列 G(n)/2 SMK o (Fn, om) 的 值 为 
小 于 nn 上 且 与 n 互 质 的 整数 的 数 日 ) 相似 ， 且 两 者 对 于 质数 相互 重合 。 第 
167 页 右 下 图 给 出 了 两 个 数列 取 值 的 车 加 比较 。 

如 同 欧 拉 矣 数 的 情况 一 样 ， 我 们 可 以 猪 想 无 法 由 G 得 出 的 偶数 有 
无 穷 多 个 (58 就 是 其 中 之 一 )。 


另外 ， 对 于 欧 拉 方程 我 们 知道 im 3 oA =- 


n 一 上 CC n2 























知识 渊博 的 业余 爱好 者 


克 鲁 瓦特 也 研究 了 算术 表 的 其 他 特性 ， 并 在 该 诛 题 上 与 数学 家 奥 利 
HEAR * 鲍 尔 德 莱 斯 合作 。 这 并 非 克 鲁 瓦 特 的 首 个 数学 发 现 ， 作 为 业余 爱 
好 者 ， 他 所 做 的 研究 工作 不 逊色 于 专业 人 士 。 

除了 为 内 尔 ' 斯 隆 的 数列 百科 全 书 提出 超过 4000 条 贡献 ， 其 中 一 
些 还 被 其 他 数学 家 证 细 人 研究 ， 克 鲁 岂 特 还 有 一 项 精彩 发 现 ， 那 束 是 数 




















注 1 弗 明 西 斯 : 迦 尔 顿 为 证 明 中 心 极限 定理 所 发 明 的 装置 。 一 一 译 者 注 
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个 镜像 数列 (u) 和 (vw)， 可 以 得 到 向 x 和 向 e 的 收 钱 (参见 证 明 http:/ 
www.pi314.net/fr/miroir.php ). 








E E E Un Á E — n+1 
u- 0, w= 1, Hasen mT 7 v,- 0, w= 1, 0 42 uL 
: B iu 
lim——- e lim— =n 
72—-oo Uu, 7 一 ”CO CT) 











克 鲁 瓦特 还 提出 并 证 明了 和 常数 的 一 个 极其 简单 却 前 所 未 见 的 公 
IN: C Qr /6 (参见 http:/mathworld.wolfram.com/RiemannZetaFunction- 
Zeta.html )。 

AMIER EKHAR AAAA, MOŽA. fh ze 
说 过 :“ 这 是 个 了 不 起 的 时 代 ， 人 人 都 有 机 会 开展 数学 试验 。 比 如 ， JG 
论 是 谁 都 可 以 使 用 免费 下 载 的 PARLGP (波尔多 大 学 的 程序 )。 只 需要 
一 点 儿 想 象 力 ， 就 能 获得 赶 超 当 今 研 究 进展 的 发 现 。 
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五 化 八 门 的 数字 收藏 


热爱 数字 的 人 们 总 在 找寻 并 精心 收集 最 有 趣 的 数字 。 为 
此 ， 他 们 必须 面 对 无 穷 多 的 数字 ， 还 要 在 其 中 摸索 出 规律 。 


每 家 每 户 都 至 少 会 有 一 本 字典 ， 有 时 候 还 有 好 几 本 ， 说 不 定 还 有 一 
部 百科 全 书 。 我 们 次 的 当然 是 语言 类 字典 。 然 而 ， 世 上 还 有 一 些 数 字 字 
W, 虽然 吸引 的 读者 少 一 些 ， 却 同样 缠 茂 了 取 之 不 尽 的 信息 和 知识 ， 问 
人 们 提出 众多 数学 问题 、 逻 辑 问 题 和 趣味 问题 。 





数字 的 大 字典 


与 词汇 字典 不 同 ， 数 字 字 典 遇 到 的 第 一 个 困难 就 是 无 穷 多 的 数字 数 
量 。 不 得 不 有 所 选择 | 

在 一 些 幼儿 早教 图 书 中 ， -页 只 呈现 一 个 数字 ， 有 时 从 1 到 10， 
有 时 从 1 到 20。 也 就 是 说 , 从 1 开始 , 选取 一 个 固定 区 间 内 的 所 有 整数 。 
这 类 竺 书 通常 会 搭配 一 些 插图 ， 数 学 “1” 的 那 一 页 呈现 一 样 东西 且 出 
现 一 次 ， 数 字 “2” 的 那 一 页 呈现 另 一 样 东 西 且 出 现 两 次 等 。 这 些小 字 
典 的 唯一 目的 就 是 教 幼儿 数 数 、 认 数 、 写 数 。 我 们 也 可 以 编撰 这 样 一 本 
书 ， 每 一 页 都 是 一 本 书 的 封面 ， 其 标题 包含 一 个 整数 ( 参看 插图 )。 

这 类 书 不 会 遇 到 编排 问题 ， 而 成 人 数字 字典 则 不 然 。 

在 法 国 ， 此 类 字典 中 最 着 名 的 当 属 1983 年 由 Hermann 出 版 社 出 版 、 
HRT - 勒 里 奥 内 撰写 的 《奇妙 的 数字 》( Les nombres remarquables )。 
作者 讲述 了 自己 多 年 来 如 何 开始 收集 数字 ， 并 最 终 出 版 著作 的 经 历 。 这 
本 独特 字典 多 次 再 版 ， 介 绍 了 446 个 值得 关注 的 数字 。 

“一 开始 ， 我 在 本 子 上 记 下 所 有 遇 到 的 看 起 来 值得 注意 的 数字 。 上 
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大 学 以 后 ， 这 个 列表 不 断 丰 富 、 完 善 ， 很 快 就 包含 了 一 百 多 个 元 素 。 在 
第 二 次 世界 大 战 之 前 ， 我 的 收藏 形成 了 一 个 卡片 箱 ， 每 一 个 数字 通过 一 
张 卡 片 来 介绍 各 种 丰富 多 彩 的 性 质 。” 

勒 里 奥 内 选取 数字 时 有 上 自己 的 标准 ， 就 是 在 他 已 知 或 者 别人 告诉 他 
的 数学 命题 中 出 现 ， 又 令 他 觉得 帆 具 意义 的 数字 。 比 如 ， 列 表 里 出 现 的 
数字 144， 就 是 斐 波 那 契 数列 中 ( 即 数列 0、1、1、2、3……' 每 个 元 素 
都 是 之 前 两 个 元 系 之 和 ) 唯一 一 个 大 于 1 的 平方 数 的 数字 。 数 字 1500 
也 在 列 , 因为 它 是 正二 十 面体 各 个 面 所 在 平面 相交 而 限定 的 直线 段 数目 。 
整数 12 758 在 勒 里 奥 内 的 收藏 中 也 有 一 席 之 地 ， 因 为 它 是 无 法 写成 不 
同 立 方 数 之 和 的 最 大 整数 。 我 们 注意 到 ， 无 法 写成 不 同 立方 数 之 和 的 数 
字 总 共 恰 好 2788 个 ， 而 意外 的 是 ，2788 却 没 有 被 勒 里 奥 内 选中 ! 

字典 需要 按照 字母 顺序 排序 ， 而 对 于 数字 的 集合 ， 这 个 问题 就 没 那 
么 简单 。 负数 和 复数 的 存在 使 得 字典 的 呈现 方式 变 得 很 难 选择 一 一 至 少 ， 
如 果 按 照 域 的 代数 结构 ， 无 法 完整 地 给 复数 排序 。 

勒 里 奥 内 的 解决 方法 是 只 选取 正 实数 ,并 把 选取 的 数字 按 升序 排列 。 
主要 列表 之 后 ， 附 有 三 页 的 增补 ， 给 出 若干 个 复数 、 无 限 数 和 超 限 数 。 

另 一 增补 页 给 出 了 3 个 “有 限 不 确定 ”数字 。 如 今 ， 每 个 数字 都 应 
当 被 重新 注释 一 下 ， 因 为 从 字 暴 问世 至 今 ， 所 谓 的 不 确定 性 已 经 随 着 时 
间 而 改变 。 
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第 一 个 是 柴 廷 常数 ， 如 今 称 为 omega žit, WE Q 。 尽 管 该 数字 不 
能 完全 计算 出 来 一 一 通过 一 种 形式 系统 只 能 得 出 其 有 限 位 数 一 一 却 是 一 
个 可 以 绝对 确定 ， 其 至 部 分 可 计算 的 数字 。 这 与 勒 里 奥 内 的 想法 不 同 。 
别 忘 了 ， 克 里 斯 带 安 . 卡 鲁 德 、 迈 克 尔 ' 丁 南 和 舒 继 国 在 2002 年 确定 
出 了 二 进 制 omega 数 的 前 几 位 : 0000001000000100000110001000011010 
0011111100101110111010000100。 


勒 里 奥 内 的 第 二 个 “有 限 不 确定 ”数字 是 米尔 斯 常数 。 米 尔 斯 在 
1947 年 证 明 ， 至 少 存在 一 个 实数 4 满足 [4 ] 总 是 质数 。[x] 记号 表示 取 
x 的 整数 部 分 ， 例 如 [3.14159]=3。 


米尔 斯 在 1947 年 发 表 的 这 篇 文 草 中 证 明了 4 的 存在 ， 却 未 给 出 任 
何 值 。 此 后 ， 人 们 证 明了 存在 无 穷 多 个 这 样 的 数字 4 (无 法 计数 )， 且 
其 中 一 个 数字 小 于 其 他 所 有 数字 一 一 这 就 是 所 谓 的 “米尔 斯 常数 ”"。 它 
的 计算 尤其 困难 。 在 仅 有 的 已 知 计算 方法 中 ， 只 有 在 承认 黎 曼 假设 成 立 
的 条 件 下 ， 计 算 才 有 效 ， 而 歼 曼 假设 叉 是 尚未 求解 的 高 难度 数学 问题 
之 一 。 于 是 ， 我 们 不 能 说 勒 里 奥 内 将 米尔 斯 稼 数 归 为 有 限 不 确定 数 一 类 
就 是 错误 的 。 在 黎 曼 假设 下 ， 克 里 斯 . 卡尔 德 威 尔 和 程 源 友 (音译 ) 在 
2005 年 通过 计算 给 出 了 6850 位 小 数 ， 开 头 是 这 样 : 1.30637788386308 
0690468614492602605712916784585156713644368053759966434053766 
82659882150140370119739570729…… 依 据 前 面 给 出 的 米尔 斯 公式 得 出 
的 质数 是 2、11、1361、2 521 008 887、16 022 236 204 009 818 131 831 
320 183, 4 113 101 149 215 104 800 030 529 537 915 953 170 486 139 623 
539 759 933 135 949 994 882 770 404 074 832 568 499。 下 一 个 尚 不 得 
而 知 。 



































中 的 7 


勒 里 奥 内 的 第 三 个 “有 限 不 确定 ”数字 记 作 NS. H nx 的 小 数 部 分 
定义 .fr 本 吴 当 然 也 人 选 勒 里 奥 内 字典 的 446 个 数字 。 正 如 我 们 要 看 到 的 ， 
数学 的 发 展 又 一 次 改变 了 这 个 独特 数字 的 身份 。 按 照 定义 : Niu=(-1) ， 
k JJ z=3.1415926… 小 数 部 分 第 一 次 连续 出 现 7 次 数字 7 之 后 的 下 一 位 
数字 。 
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这 个 数字 常常 被 直 党 主义 学 派 ( 记号 Ni 的 来 由 ) 数 学 家 拿 来 举例 ， 
证 明 数 学 事实 不 一 定 具 有 确定 性 ， 而 且 在 有 些 情况 下 ,“4 或 者 非 4” 也 
不 能 成 立 。 奉 上 为 偶数 (0、2、4、6、8 ) 数字 Ni 为 正 , EK AE (1、 
3、5、7、9 ) 数字 Ni 为 负 。 不 过 根据 直觉 主义 者 支持 的 理论 ， 只 要 无 
法 确定 上， 数字 Ni 便 非 正 亦 非 负 。 勒 里 奥 内 还 说 :“ 我 们 甚至 不 知道 这 
个 数字 是 否 存 在 ”。 

勒 里 奥 内 可 能 会 很 高 兴 知 道 ,今天 我 们 已 知 数字 Ni 是 存在 的 。 数 
列 7777777 出 现在 元 小 数 部 分 的 3346228 人 位置， 后面 跟着 一 个 3， 于 是 
NN 一 -1。 这 是 个 负 整 数 一 一 而 且 还 是 最 大 的 负 整 数 ， 非 常 值得 一 提 ! m 
里 第 一 个 7777777 周围 的 数字 是 :…3683827845852658777777736314225 
59893773…， 你 可 以 在 网 站 进行 验证 : http:/www.angio.net/pi/bigpi.cgi。 


说 真 的 ， 要 更 新 勒 里 奥 内 的 字典 并 非 易 事 。 实 际 上 ， 如 采 不 用 7 个 
连续 7 的 定义 Nn， 而 采用 考虑 zw 小数 部 分 一 百 个 连续 7 的 相同 方法 来 
定义 它 ， 我 们 又 会 遇 到 一 个 有 限 不 确定 数 ， 而 且 这 个 新 例子 在 很 多 年 内 
者 将 一 下 保持 不 确定 性 。 


当然 ， 市面 上 也 有 其 他 数字 字典 ( 参见 参考 文献 )。 某 些 书 不 仅 限 
于 数字 的 数学 性 质 ， 还 涉及 统计 日 弟 用 语 、 谚语 、 小 说 和 电影 作品 名 称 ， 
以 及 流行 文化 中 由 数字 构成 的 应 用 场景 等 。 皮 埃 尔 ， 雷 索 的 《完整 大 写 
数字 字典 》( Dictionnaire des chiffres en toutes lettres ) 就 是 如 此 。 


我 们 只 关注 致力 于 数字 数学 性 质 的 数字 字典 。 有 些 专门 研究 整 
数 ， 例 如 让 一 马 利 : 德 . 柯南 克 在 2008 年 出 版 的 作品 ; 有 些 则 注重 实 
数 ， 如 史 带 分 分 奇 在 2003 年 出 版 的 名 着 《数学 常数 》( Mathematical 
Constants )， 详 细 介 绍 了 有 限 选择 的 136 个 数字 。 男 一 些 作 者 则 和 勒 里 
奥 内 一 样 ， 收 录 很 多 类 别 的 数字 。 其 中 最 有 名 的 可 能 是 大 卫 : 威 尔 斯 在 
1987 年 出 版 的 著作 。 















































最 有 趣 还 是 最 无 趣 ? 


说 起 这 样 的 字典 ， 就 不 得 不 提 到 各 种 表格 、 数 学 或 物理 的 数值 表 、 








注 1 “int” 为 直觉 主义 “intuitionniste” 的 简写 。 一 一 译 者 注 
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统计 年 鉴 ， 以 及 法 国 Quid 百科 全 书 。 目 1963 年 到 2007 &E[H], Quid A 
科 全 书 每 年 出 版 一 次 ， 直 到 被 互联 网 终结 。 

一 个 数字 几乎 从 不 会 被 遗忘, 勒 里 奥 内 、 德 柯南 克 、 威 尔 斯 都 曾 选 取 ， 
它 就 是 1729。 戈 弗 雷 :哈代 讲述 印度 数学 家 斯 里 尼 瓦 蕊 : 拉 马 努 金 的 趣 
闻 时 曾 说 过 :“ 我 记得 有 一 次 他 在 由 特 尼 生 病 了 ， 我 去 看 他 。 我 乘 了 一 
辆 出 租车 , 并 记 下 了 车 吕 1729。 我 给 拉 马 努 金 看 了 这 个 号 码 , 并 对 他 说 ， 
这 个 数字 看 不 出 有 什么 特别 之 处 ， 硕 望 这 不 是 什么 不 好 的 征兆 。 他 回答 














1. 不 可 能 的 字典 


独特 数字 字典 里 缺失 的 最 小 正 整数 一 一 一 定 存在 这 样 的 最 小 整数 ， 因 
为 缺失 而 成 为 一 个 独特 的 数字 。 但 是 ,一旦 字典 给 出 这 一 数字 ， 它 就 不 再 
缺失 ， 独 特 数字 字典 也 就 不 可 能 那么 独特 了 ! 这 个 指向 字典 自身 的 矛盾 很 
容易 绕 过 去 。 比 如 ， 在 该 数字 的 定义 里 禁止 提 到 字典 本 身 。 

查 出 经 典 数字 字典 里 缺失 的 最 小 整数 ， 并 借助 其 他 字典 找 出 其 值得 一 
提 的 特性 ， 会 是 件 很 有 趣 的 事 。 

在 勒 里 奥 内 的 字典 里 ， 第 一 个 
缺失 的 整数 是 49。 但 是 ，49 的 平方 
(2401) 的 各 位 数字 之 和 是 49 的 平方 
根 ， 这 其 实 很 独特 。 

在 威 尔 斯 的 字典 里 ， 第 一 个 缺失 
的 整数 是 43。 而 43 绝 对 称 得 上 独特 ， 
因为 它 是 最 小 的 能 写成 两 个 、 三 个 、 四 
个 或 五 个 不 同 质数 和 的 整数 : 4374192; 
43=11+13+19; 43=2+11+13+17 ; 
43=3+5+7+11+17。 Aa zs 

TEE - 柯南 元 的 字典 里 ， 第 一 个 缺失 的 整数 是 95， 而 95 却 是 小 于 500 
的 质数 的 数目 ， 并 且 是 杨辉 三 角 ( 又 称 帕 斯 卡 三 角形 ) 中 的 一 个 数字 。 对 
95 进 行 质 因 数 分 解 时 ， 所 用 数字 是 其 本 身 包含 的 数字 再 至 少 加 上 另 一 个 数 
字 ，95 是 这 类 数字 中 的 最 小 数字 : 95=5 x 19。 

2009 年 2 月 14 日 ， 英 文 版 维基 百科 在 介绍 整数 的 页 面 里 ， 第 一 个 没有 提 
到 的 数字 是 1004， 而 1004 是 e 的 小 数 部 分 第 一 次 出 现 序 列 1234 的 位 置 ( 由 斯 
条 百科 全 书 得 出 ) 。 

斯 隆 百科 全 书 ( 2009 年 2 月 ) 中 第 一 个 没有 出 现 的 数字 是 11 630， 而 这 
是 起 重 设 备 的 ISO 标准 标号 。 这 与 数学 无 关 ， 但 我 也 没 能 够 搜索 出 更 好 的 
结果 | 
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说 ， 不 ， 这 是 一 个 很 有 意义 的 数字 ， 这 是 最 小 的 可 以 用 两 种 不 同方 式 写 
成 两 个 数字 立方 和 的 数 。” 从此， 这 个 数字 名 声 静 起 。 

拉 马 努 金 随口 就 能 算出 1729 的 独特 性 质 ， 而 德 . 柯南 克 冒 着 推翻 
传说 的 风险 ， 在 目 己 的 字典 里 指出 ， 数 字 1729 的 特性 早 在 1657 年 就 由 
伯 纳 德 . 弗 雷 尼克 勒 : 德 . 贝 西 提 出 ， 而 拉 马 努 金 可 能 只 是 想起 了 看 过 

人 们 对 数字 1729 充满 兴趣 ， 由 此 发 现 了 其 他 有 趣 特性 ， 下 面 就 有 


口 1729 是 第 三 个 卡 迈 克 尔 数 ， 前 两 个 数 是 561 和 1105。 卡 迈克 尔 
数 是 在 费 马 素性 检验 中 表现 为 质数 的 合 数 P ( 对 于 任意 与 p 互 质 
的 数字 a， 满足 d-a 是 p 的 倍数 )。 这些 数字 在 算术 上 扮演 很 重 
要 的 角色 ， 我 们 在 1994 年 得 知 存在 无 穷 多 个 卡 迈 克 尔 数 。 
O 1729 是 e 的 小 数 部 分 中 序列 0719425863 所 在 的 起 始 位置 ， 该 序 
列 是 其 中 第 一 次 出 现 的 长 度 为 10、 每 个 数字 出 现 且 仅 出 现 一 次 
的 序列 。 
口 有 四 个 数字 ， 所 有 位 数 相 加 ， 和 与 和 的 各 位 数字 倒 过 来 得 到 的 
数字 相 乘 ， 结 果 为 该 数字 本 身 。17295 就 是 其 中 之 一 (另外 三 个 
是 81、1458 和 1): 1+7+2+9=19, 19 x 91=1729。 
总 而 言 之 ,为 了 纪念 这 辆 出 租车 ,1729 被 称 为 “哈代 - 拉 马 努 金 数 ”， 
而 所 有 能 用 多 种 方法 写成 立方 和 的 数字 都 被 称 为 “出 租车 数 ”。 
在 独特 整数 字典 里 ,似乎 存在 一 个 无 法 避免 的 矛盾 ,称赞 该 字典 “ 独 
特 ” “奇异 ”或 “有 趣 ” 的 洲 美 之 词 将 变 得 名 不 副 实 。 其 实 ， 如 果 最 小 
整数 不 在 字典 中 ， 它 就 会 作为 第 一 个 缺失 的 数字 而 变 得 独特 ， 于 是 ， 最 
小 整数 就 应 该 加 入 字典 。 然 而 ,如果 将 它 加 进去 , 它 就 不 再 是 缺失 数字 ， 
也 就 不 应 再 位 列 其 中 了 ( 因为 男 一 个 数字 就 变 成 了 最 小 的 缺失 数字 )。 
难道 没 办 法 解决 吗 ( 参见 “不 可 能 的 字典 ”) 7 
























































互联 网 市 来 的 变化 


然而 在 当今 社会 ， 印 刷 数 生字 典 的 时 代 正 在 经 受 一 场 旱 合 ， 因 为 互 
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联网 能 归纳 整理 多 得 多 的 具有 独特 性 质 的 数字 。 

维基 百科 就 包含 十 分 详细 的 整数 罕 典 。 你 对 181 感 兴趣 ? 那 就 请 看 
这 个 网 页 : http://en.wikipedia.org/wiki/181 (number). 

你 将 会 看 到 181 是 一 个 回 文 质数 ( 倒 过 来 看 完全 一 样 )，181 和 179 
互 为 李 生 质数 ，181 的 三 进 制 写法 也 是 回 文 ，181 是 五 个 连续 质数 29、 
31、37、41、43 之 和 。 除 了 其 他 数字 性 质 ， 你 也 会 发 现 181 是 兰 斯 ， 
阿 姆 斯 特 明 于 1999 年 首次 在 环 法 自行 车 霖 夺冠 时 所 佩戴 的 号 码 。 

如 果 你 对 实数 感 兴趣 ， 除 了 一 定 会 介绍 r、i、e、Vv2 的 维基 百科 
之 外 (参见 http://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre réel), th, uf LATA TA € VU 
Ax GM SIX UE ) (Gnverseur de Simon Plouffe )， 地 址 如 下 : http:// 
pi.lacim.uqam.ca/。 该 程序 依据 普 劳 夫 上 自 1986 年 以 来 整理 并 计算 的 两 亿 
多 个 数学 常数 数据 库 而 构建 。 打 个 比方 ， 如 果 你 在 一 个 物理 问题 中 碰 到 
数字 8.53973422， 反 算法 会 给 出 结果 x xe。 奉 你 觉得 这 个 值 不 合适 ， 反 
算法 就 会 给 出 其 他 相近 的 结 

不 过 对 于 独特 数字 的 爱好 者 ， 最 为 神奇 的 互联 网 工具 当 属 内 尔 : 斯 
隆 的 在 线 百 科 全 书 : http://oeis.org/。 

这 是 一 部 整数 列 百 科 全 书 ， 而 不 是 一 部 数字 百科 全 书 。 然 而 ， 百 科 
全 书 的 设计 风格 也 如 同一 部 数字 字典 ， 不 仅 能 用 来 查找 给 定 整 数 的 特殊 
性 质 ， 还 能 用 以 仔细 研究 独特 数字 问题 ， 我 们 就 来 看 一 看 。 

斯 隆 百 科 全 书 最 常见 的 用 途 是 寻找 整数 列 隐 藏 的 逻辑 ， 例 如 用 3, 4, 
6, 8, 12, 14, 18, 20… 查 询 这 个 网 站 ， 你 很 快 就 能 发 现 这 是 一 个 质数 列 加 
1 的 结果 : 2+1, 3+1, 5+1, 7+1, 11+1, 13+1, 17+1, 191, 

更 加 有 趣 的 是 ， 该 程序 可 以 用 来 查询 单个 数字 。 我 们 再 来 看 看 哈代 
- 拉 马 努 金 数 1729。 程 序 指出 已 知 超过 350 个 包含 1729 的 数列 ， 和 各自 
都 包含 1729 的 一 条 性 质 ， 你 可 以 亲自 验证 。 这 些 数列 按照 重要 性 排序 ， 
排序 依据 就 是 序列 在 百科 全 书 里 数学 说 明和 参考 条 目 中 的 引用 次 数 。 第 
一 条 出 现 的 性 质 是 : 1729 是 第 3 个 卡 迈 克 尔 数 。 拉 马 努 金 注意 到 的 那 
条 性 质 当 然 也 有 提 及 。 浏 览 这 些 包含 1729 的 数列 ， 你 会 发 现 各 种 纯粹 
的 数学 性 质 ， 就 连 维 基 百 科 也 没 能 给 出 这 么 全 的 信息 。 

O 1729 是 第 13 个 n+1 形式 的 数字 ; 
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01729 是 第 4 个 “六 倍 阶乘 ” 数 ， 即 6n-1JE 5X RB x SEE BI: 

1729=1x7x13x19; 

D 1729 是 第 9 个 n+(nt+1) 形式 的 数字 ; 

口 1729 是 完全 平方 数 (33”) 的 所 有 约 数 之 和 ; 

口 1729 是 整数 在 正六 边 形 上 螺旋 排列 ， 与 数字 1 倾斜 对 齐 的 第 24 

个 数字 ( 参见 附 图 ); 

口 1729 的 各 位 数 之 和 同时 也 是 其 最 大 质 因数 (1+7+2+9=19 H, 

1729=7 x 13 x 19 ); 

O 1729 是 一 个 原 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 ( 边 长 为 互 质 整 数 的 直角 三 角 

JÉ ) 面积 的 六 分 之 一 ; 

O 1729 是 质数 19 与 它 反 过 来 的 

数字 91 的 乘积 ; 
口 1729 种 方法 可 以 将 数字 33 写 
成 6 个 整数 之 和 ; 

O 1729 是 按 如 下 递归 定义 的 数列 
中 第 15 项: qj=1, qa,=2, a473 H. 
当 n>3 时 qj=4,_1+24, 3， 等 等 。 

然而 ， 斯 隆 数 字 百 科 全 书 最 大 的 意义 在 于 应 用 起 来 十 分 便捷 。 我 们 
可 以 免费 下 载 使 用 ， 比 如 采用 表格 程序 ， 还 可 以 通过 衡量 每 个 特殊 数字 
在 百科 全 书 中 出 现 的 次 数 来 衡量 它 的 意义 。 

这 一 用 途 来 目 非 利 普 : 顾 里 梅 手 ， 人们 昵称 他 为 “Goulu” 博 士 (法 
WANAE )。 他 曾 提 出 一 个 问题 ， 斯 隆 百科 全 书 中 不 包含 哪些 数字 ? 
Jot FRE ZEE I] v. http://drgoulu.com/2008/08/24/nombres-acratopeges/ 中 将 
这 些 数字 称 为 “无 特质 矿 果 水 数 ”。 

法 语 “ Acratop&ge” 一 词 用 来 形容 餐 果 上 上 毫 无 特殊 效力 的 矿 果 水 ， 
比如 依 云 矿 果 水 。 

2008 年 8 月， 首次 计算 出 的 最 小 “无 特质 矿 果 水 数 ” 是 8795， 然 
后 是 9935、11 147, 11 446, 11 612, 11 630…… 然 而 ，2009 年 2 月 重 
新 计算 时 ， 百 科 全 书 增补 了 数 百 个 新 数列 ， 第 一 个 “无 特质 矿 果 水 数 ” 
就 变 成 了 11 630， 然 后 是 12 067、12 407、12 887、13 258……: 
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频繁 出 现 的 数字 


“无 特质 矿泉 水 数 ”概念 随 着 时 间 推 移 越发 不 稳定 ， 这 一 性 质 令 人 
烦恼 ， 却 提出 一 个 新 思路 。 我 们 通过 考察 一 个 整数 在 斯 隆 百科 全 书 中 出 
现 的 次 数 ， 来 考虑 其 特殊 性 质 的 数目 P。P 值 衡量 着 的 意义 。 序 列 P 
如 同 “无 特质 矿泉 水 数 ”的 概念 一 样 随 着 时 间 变 化 ， 但 其 变化 缓慢 ， 由 
值得 出 的 一 些 概念 甚至 还 很 稳定 。 

“无 法 解释 的 丰富 程度 变化 ”中 夯 出 了 PP 的 取 值 。 我 们 在 对 数 坐标 
下 得 到 一 个 形态 优美 的 星云 图 。P(1729) 的 值 是 380， 对 于 这 个 数量 级 
的 数字 来 说 ,P 值 已 经 很 大 。 前 一 个 数值 是 P(1728)=622, 还 要 更 好 一 些 ; 














是 1730 成 为 比 1729 还 要 难 的 题目 。 拉 马 努 金 也 应 该 能 发 现 1730 是 有 
两 种 方法 写成 三 个 数字 立方 和 的 第 七 个 数字 ， 或 者 是 不 止 一 种 方法 写成 
连续 平方 和 的 第 十 三 个 数字 。 哈 代 赁 直觉 认为 1729 很 一 般 ， 没 什么 特 
丈 性 质 ， 斯 隆 显然 不 文 持 这 一 推 鄙 。 

数列 P(n) 整体 呈 北 减 趋势 ,而 某 些 数字 nn 却 是 违反 规律 的 例外 情况 ， 
具有 比 前 面 数字 更 多 的 特性 ， 即 : P(n)>P(n-1)。 

我 们 将 这 些 数 字 称 为 “有 意义 ” 数 。 按 照 该 定义 ， 第 一 个 有 意义 数 
是 15， 因 为 P(15)=34 183 而 P(14)=32 487。 接 下 来 是 16、23、24、27、 
28. 29. 30. 35. 364 40. 42. 45. 475 48. 524 53, FF 


有 意义 数 的 数量 看 起 来 还 是 太 多 了 , 因此 , 我 们 再 考虑 “ 极 有 意义 ” 
数 ， 其 特性 数量 至 少 是 前 面 数 字 特 性 数量 的 两 倍 : P(np2P(n-1). 

第 一 个 极 有 意义 数 是 120， 然 后 是 210、227、239、256、263、 
269、288、293 、307、311、317、336， 等 等 。 
我 们 也 可 以 评估 nn 相 邻 数字 的 平均 特性 数量 (例如 n-2, n-1, 
、n+2 ), 并 寻找 特性 数量 大 于 平均 数 两 倍 的 数字 。 人 们 将 其 称 为 “ 深 
有 意义 ” 数 ， 依 次 找 出 256、353、367、373、389、397、409、457、 
487、491、512、541、547， 等 等 。 











n 
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斯 隆 数 列 百科 全 书 是 作者 20 年 积累 整理 的 整数 列 收藏 ， 在 众多 数学 家 
和 爱好 者 的 帮助 下 ， 内 容 不 断 增加 ， 每 个 月 都 有 新 的 数列 被 提出 。 百 科 全 
书 里 的 每 一 个 数列 都 存储 了 数列 的 数 十 项 ， 以 及 相关 的 数学 性 质 ( 定义 、 
定理 、 相 邻 数 列 ) 或 参考 文献 。 

JEFE - 顾 里 梅 绳 使 用 包含 百科 全 书 中 所 有 序列 的 文件 ， 对 下 到 10 
000 的 每 一 个 整数 x 计算 其 在 数据 库 中 出 现 的 次 数 P。 数 字 出 现在 一 个 数列 
中 ， 就 说 明 该 数字 具备 该 数列 定义 的 特性 。 顺 里 梅 缉 计算 出 的 数目 P 衡 量 了 
数字 7 特性 的 丰富 程度 。 

(n, 组 合 的 前 几 个 数值 如 下 : (2,308 154); (3,221140); (4,159911); (5, 
153870); (6,138364); (7,122 762); (8,116657); (9,102 899); (10,52 834) , 

所 有 坐标 为 (n,P) 的 点 构成 的 星云 图 十 分 规则 ， 具 有 出 人 意料 且 难 以 解 
释 的 特性 : 一 个 清晰 区 域 将 星云 图 分 成 两 部 分 ， 如 同 将 数字 分 成 两 类 ， 一 
类 具有 很 多 特性 ， 另 一 类 具有 较 少 特性 。 今 天 ， 我 们 还 无 法 理解 这 两 类 数 
字 具 体 是 如 何 构成 的 。 

18 5 oj HL EAE HJ Excel oC PER ie n] VA TEhttp://ww w.box.net/share- 
d/3yefxar19b 找 到 它 ， 还 包含 数列 忆 的 计算 、 相 应 的 图 像 以 及 知 干 其 他 数 
据 。 我 们 注意 到 ， 一 些 孤 立 的 数字 远 远 在 星云 之 上 ， 比 其 他 相同 数量 级 的 
数字 都 具有 更 多 特性 。 下 面 就 是 这 些 具 有 超常 多 特性 的 数字 列表 的 开头 
部 分 : 120、256、512、720、729、840、1000、1024、1260、1296、1440、 
1536、1597、1680、1728、1764、1800、1920、2016、2048。 

其 中 ， 我 们 能 看 到 2 的 短 (256. 512, 1024, 2048) ， 但 依然 无 法 描绘 
这 些 包含 深 义 的 数字 的 清晰 特征 。 你 可 以 在 网 页 http://msh.revues.org/12014 
找到 一 篇 研究 这 个 星云 图 的 文章。 
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在 数字 字典 中 ， 数 学 家 和 爱好 者 们 尤其 迷恋 质数 表 和 质 因数 分 解 表 。 
直到 20 世 纪 中 期 ， 这 些 表 就 像 对 数 表 一 样 被 精心 编制 并 印刷 了 数 千 份 
(参见 下 图 ) 。 计 算 天 才 扎 卡 利 亚 斯 . 352 (1824—1861) 用 了 半生 时 间 
计算 并 补充 质数 表 和 质 因数 分 解 表 ， 竟 然 处 理 了 从 7 000 000 到 10 000 000 区 
间 内 的 所 有 整数 。 

如 今 ， 这 种 表 已 经 没什么 用 处 ， 我 们 
拥有 的 强大 计算 能 力 已 远 远 超出 现 有 技术 
可 提供 的 存储 容量 。 在 计算 机 出 现 以 前 ， 
情况 并 非 如 此 。 斯 尔 瓦 和 赫 佐 格 为 了 研究 
质数 之 间 的 差 ， 在 2009 年 2 月 系统 性 地 一 个 
个 计算 所 有 的 质数 ， 直 到 数字 1.332 x 1075; 

一 旦 使 用 过 之 后 ， 计 算出 的 质数 就 会 
被 删除 ， 因 为 存储 所 有 质数 需要 过 多 的 空 
间 。 采 用 压缩 的 方法 用 一 个 字 市 存储 连续 
30 个 数字 “是 否 为 质数 ”的 状态 ， 需 要 用 
3 x 101 字 节 ， 即 30 000 个 1TB 的 硬盘 才能 
存储 直到 108 的 所 有 质数 。 按 照 一 个 硬盘 50 
欧元 计算 ， 这 将 花费 150 万 欧元 : 没有 人 愿意 投资 ， 正 如 我 们 所 说 ， 这 样 的 
存储 毫 无 用 处 ， 因 为 使 用 一 个 快速 素性 检测 算法 会 比 去 人 硬盘 里 读 取 数据 更 
加 快捷 。 

WS, 已 知 的 最 大 质数 是 2013 年 发 现 的 257885161_1， 大 约 有 一 干 七 百 万 
位 数 。 在 互联 网 上 可 以 很 容易 找到 质数 表 。 























深 有 意义 ? 


围绕 P 值 ， 观 绎 有 意义 、 极 有 意义 、 诬 有 意义 数字 的 列表 ， 可 以 提 
出 众多 问题 。 由 于 百科 全 书 问 志 二 十 多 年 ,已 经 很 成 熟 了 ， 列表 如 今 只 
有 很 小 的 变化 空间 。 但 是 ， 这 些 结 末 有 多 少 是 依赖 方法 选择 ?还 是 依赖 
斯 隆 的 个 人 选择 ?因为 ， 最终 还 是 由 斯 隆 决 定 接受 还 是 否决 网 友 提 出 的 
新 数列 ， 百 科 全 书 也 多 多 少 少 反 映 了 他 目 己 的 数 竺 兴趣 点 ; 他 还 制定 了 
一 些 一 般 原 则 ， 在 世人 了 眼 里 可 能 有 些 随 性 ， 例 如 每 个 数列 所 包含 项 的 数 
目 、 可 接受 数字 的 最 大 尺寸 年 。 

这 个 数列 的 数据 库 依赖 于 编 代 者 的 一 些 特殊 决定 ,这 一 点 无 可 和 争议， 

















180 第 四 章 ”整数 的 无 穷 奥 秘 





但 数据 库 并 不 是 随意 选取 的 。 百 科 全 书 的 贡献 者 众多 ， 每 人 都 其 诚 地 试 
图 只 在 其 中 添加 有 具有 一 定 意义 的 数列 。 因 此 ， 我 们 坚定 地 赞同 ， 这 个 数 
据 库 代表 着 对 数学 世界 的 客观 看 法 ， 独 立 于 每 一 位 贡献 者 ， 反 映 了 永恒 
的 数学 真理 ， 尺 管 这 一 真理 还 无 法 准确 定义 。 右 真 的 有 火星 人 和 存在， 并 
且 他 们 也 编制 了 一 部 类 似 的 百科 全 书 ， 我 们 可 以 大 胆 推 新 ， 火 星 百 科 全 
书 在 根本 上 应 当 和 斯 隆 百科 全 书 相 似 ， 并 包含 相同 的 有 意义 数字 。 

一 个 公正 的 数学 家 社 群 经 过 不 断 努 力 ， 为 百科 全 书 的 整体 独立 性 提 
供 了 一 个 非 下 接 例证 ， 即 P 所 确定 星云 图 的 一 般 形态 呈现 出 令 人 祭 
讶 的 规则 性 ， 如 同 物理 试验 中 得 出 的 星云 图 那样 。 

正如 “无 法 解释 的 丰富 程度 交 化 ”中 显示 的 ， 顾 里 梅 旨 指出 的 星云 
图 展现 了 出 人 意料 的 特性 ， 它 被 一 个 清晰 区 域 分 成 两 部 分 ， 如 同 数字 被 
日 然 地 分 成 两 类 : 清晰 区 域 上 方 是 更 加 有 意义 的 数字 ， 而 下 方 是 不 那么 
有 意义 的 数字 。 
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不 同 寻 钊 的 质数 


寻找 具有 最 奇特 性 质 的 质数 是 一 件 趣 事 ， 却 也 需要 足够 
的 想象 力 、 恒 心 和 算术 才能 。 








出 于 对 数学 的 热爱 ， 数 学 家 奋勇 投身 攻克 著名 难题 的 事业 ， 通 往 答 
案 的 路 上 往往 需要 奉献 精神 、 抽 和 象 思维 以 及 出 众 的 才华 。 对 于 仅 是 爱好 
数字 和 组 合 数 学 的 普通 人 来 说 ， 世 上 有 为 一 种 性 质 不 同 旦 更 容易 被 弟 人 
接受 的 数学 研究 ， 只 需要 有 想象 力 和 附 心 即 可 。 

美国 人 区 里 斯 :卡尔 德 威 尔 和 加 兰 德 ' 截 内 克 了 刚刚 出 版 了 一 本 书 《 质 
PORAT! 质数 知识 字典 》( Prime Curios! The Dictionary of Prime Number 
Trivia )， 就 是 最 好 的 例证 。 这 本 书 说 明 ， 数 学 不 总 是 深奥 员 测 ， 也 可 以 
妙趣 横生 ， 用 于 娱乐 和 消 遗 。 在 上 一 章节 里 ， 我 们 介绍 了 包含 所 有 类 别 
数字 的 字典 。 这 里 我 们 要 讲 的 是 一 部 专注 于 质数 纯粹 趣味 性 的 字典 。 我 
们 也 将 看 到 ， 这 部 字典 的 编 扩 也 付出 了 非 同 一 般 的 创造 力 和 热情 。 























硝化 甘油 质数 


这 个 游戏 的 目的 在 于 从 质数 ( 有 时 候 也 可 以 是 和 质数 有 联系 的 整数 ) 
之 中 ， 找 出 那些 具有 惊人 意义 的 数字 。 所 谓 的 “意义 ”来 自 于 一 条 或 
多 条 并 不 复杂 却 又 出 人 意料 的 特殊 性 质 。 这 些 特性 能 向 世人 充分 展示 所 
选 数字 值得 被 认识 和 重视 的 价值 ， 至 少 在 有 着 独特 数学 品味 的 人 眼中 是 
这 样 。 

先 来 看 六 个 例子 。 

口 987 654 103 是 各 位 数字 都 不 相同 的 最 大 质数 ， 值 得 一 提 。 

O 3539 是 个 奇特 的 数字 ， 因 为 硝化 甘油 的 分 子 式 是 C,H;N0,« 
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Q 21 322 319 是 能 够 和 目 我 描述 的 最 小 质数 : 数 一 数 其 中 包含 的 数字 ， 
Aan Se Je 3 o, 

Q 85 837 满足 等 式 85 837 = 8!+5!+8!+31+7!+(8+S+8+3+7)， 也 是 唯 
一 具有 该 性 质 的 质数 。 

口 43 252 003 274 489 855 999 是 魔方 打 乱 状态 的 数目 ， 也 是 霍 内 克 
最 喜欢 的 质数 。 加 上 复原 状态 ， 魔 方 一 共有 43 252 003 274 489 
856 000 种 状态 。 

Q 905 是 个 有 趣 的 整数 。 实 际 上 ， 大 多 数 奇 数 可 以 写成 一 个 质数 
和 一 个 2 的 需 之 和 : 3=2+1、5 =3+2、7=3+4、9=7+2、11=7+4、 
1325-8, 15-2748, 17-13-44, 1923416, 21-54-16, SE AE. dm P 
情况 往往 被 称 为 “项 固 数 "。 项 固 数 存在 无 穷 多 个 ,但 密度 很 小 。 
整数 905 是 最 小 的 项 固 合 数 。 








协作 的 成 果 


该 字典 不 仅仅 是 两 位 作者 的 成 采 ,而 是 基于 网 站 “质数 猎奇 ”( Prime 
Curios， 网 址 : http://primes.utm.edu/curios/ ) 上 不 断 耐 心 积累 起 来 的 丰 
rà P. 

人 人 都 可 以 为 这 个 网 站 做 页 献 。 多 年 来 ， 整 个 爱好 者 社 群 不 断 扩 元 
它 的 内 容 。 刚 刚 出 版 的 字典 内 容 源 目 2009 开展 的 一 次 网 站 最 佳 发 现 精 
选 。 字 和 典 可 供 人 们 随 喘 携 珊 ， 在 地 铁 、 医 院 候 诊室 、 海 淮 、 邮 局 排队 等 
场合 打发 时 间 。 你 可 以 一 次 只 阅读 一 个 段落 ， 随 意 选 取 一 个 词 条 ， 慢 慢 
品味 最 有 趣 的 特性 。 即 使 在 工作 时 ， 你 也 可 以 悄悄 在 网 站 上 继续 探索 ， 
用 主页 上 的 “随机 ”功能 发 掘 “质数 猪 奇 ”数据 库 每 天 不 断 丰 富 的 数字 
和 定义 。 

也 许 你 也 和 希望 成 为 网 站 贡献 者 中 的 一 员 ， 看 到 目 己 提出 的 质数 生成 
全 新 页 面 ， 页 面 上 还 登载 者 目 己 的 名 字 。 那 你 必须 构思 一 个 不 超过 100 
个 字符 的 新 定义 ， 给 出 一 个 与 质数 相关 的 数字 。 当 然 ， 这 条 特性 不 能 是 
别人 之 前 已 经 提出 过 的 。 

两 位 网 站 负责 人 一 一 也 是 书 的 合 著 作者 ， 都 有 各 目的 角色 。 堆 内 殉 
负责 内 容 编辑 , 也 是 这 个 有 者 十 五 年 左右 历史 的 数字 收集 项 目的 创始 人 。 












































他 来 确定 是 否 接 受 一 条 新 的 建议 ， 并 撰写 包含 定义 的 页 面 。 卡 尔 德 威 尔 
的 角色 是 技术 编辑 ， 负 责 处 理 网 站 信息 ， 尤 其 是 数据 的 展示 方式 、 生 成 
索引 的 程序 以 及 备份 工作 。 

如 果 不 是 互联 网 造就 了 出 色 的 协作 机 制 ， 收 集 工作 就 无 法 获得 现今 
的 丰硕 成 果 。 计 算 机 科学 和 网 络 的 出 现 促 进 了 全 新 形式 的 数学 活动 ， 推 
动 了 数学 知识 的 发 展 。 截 至 2014 年 1 月 16 日 ， 一 共 收 集 到 关于 9206 
个 奇特 质数 的 14 259 条 知识 ( 相同 的 数字 往往 有 不 同 的 知识 点 )。 正 如 














作者 所 述 ， 还 有 无 限 的 空间 供 人 们 自由 探索 。 





1. 妙趣 横生 的 质数 313 


每 个 比较 小 的 质数 当然 都 具备 独特 
的 性 质 。 但 在 三 位 数 的 质数 里 ，313 格 外 
有 趣 。 下 面 就 是 它 的 几 条 独特 性 质 : 

。 313 是 一 个 回 文 质数 ( 从 左 问 右 

和 从 右 问 左 一 样 ; 

。 313 在 二 进 制 下 也 是 回 文 : 100 
111 001。 更 令 人 惊讶 的 是 , FH 
制 下 的 100 111 001 也 是 一 个 回 文 
质数 ; 

。 1035+313 也 是 一 个 质数 ; 

。 313 是 两 个 连续 数字 的 平方 和 : 
31321224137; 

。 者 随机 选 313 个 人 ， 其 中 $ 个 人 生 目 相同 的 概率 超过 $0%，313 是 具 
有 这 条 性 质 的 最 小 数字 

。 313 是 五 进 制 下 最 小 的 “ 易 损 质数 ”， 写 成 五 进 制 ， 只 要 任意 改变 
一 位 数字 ， 就 总 能 得 到 合 数 ; 

。 上 月 1938 年 出 现在 迪士尼 漫画 以 来 ， 唐 老 鸭 的 车 牌号 码 一 直 就 是 313; 

。 将 313 中 的 1 和 3 交换 ， 得 到 131， 也 是 一 个 回 文 质数 ; 

。 313(x3+y3)=Z3 是 一 个 独特 的 方程 ， 因 为 最 小 的 整数 解 包含 超过 1000 
位 数字 ; 

。 313 是 第 七 个 各 位 数字 之 和 为 7 的 质数 ; 

1/313 得 出 的 小 数 部 分 序列 ， 在 第 313 位 小 数 之 前 都 没有 重复 ; 
。 其 他 特性 参见 : http:/primes.utm.edu/curios/page.php?short=313。 
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当然 ， 闭 名 的 贝 谢 姆 巴赫 乞 盾 陷阱 也 适用 于 该 网 站 : 任何 数字 部 有 
资格 被 收录 进 “ 质 数 猪 奇 ”数据 库 。 最 小 的 缺失 数 因 为 不 在 其 列 而 变 得 
更 加 特殊 ， 于 是 ， 也 应 该 位 列 其 中 。 但 这 只 是 个 玩 疾 ， 由 于 最 小 缺失 数 
字 的 选择 会 随时 间 不 断 变 化 ， 卡 尔 德 威 尔 和 霍 内 殉 只 是 简单 地 决定 不 把 
它 作 为 一 个 独特 数字 列 入 库 中 一 一 这 便 绕 过 了 矛盾 。 








编程 练习 题 


网 站 的 另 一 个 优势 是 提供 了 一 个 素性 检测 算法 : http://primes.utm. 
educurios/includes/primetestphp。 对 于 整数 的 因数 分 解 ， 我 们 回 你 推荐 
网 页 ， http://www.alpertron.com.ar/ECM.HTM， 特 别 快速 有 效 。 该 算法 
让 你 可 以 对 目 己 的 想法 进行 测试 ， 并 帮助 你 开展 研究， 从 而 找 出 有 趣 的 
质数 。 字 典 和 网 站 对 编程 爱好 者 和 教师 很 有 用 ， 教 师 更 是 可 以 从 中 找到 
新 新 别致 的 计算 机 练习 题 。 

下 面 有 三 个 编程 练习 题 ， 丈 直接 来 自 于 该 字典 。 

D 编程 找 出 最 小 质数 p 满足 p 及 其 后 一 个 质数 pp’ 仪 由 立方 数 ( 0、1、 

8) 构成 。 答 案 是 100 801， 后 一 个 质数 是 100 811。 

OQ 找 出 由 六 个 连续 质数 构成 的 序列 pi. pas Ps. Das Pss Po 的 第 一 
个 质数 方 ， 数 列 中 每 一 个 质数 各 位 数字 之 和 相等 ， 且 为 质数 。 答 
案 是 354 963 229， 各 位 数字 之 和 为 43， 之 后 的 五 个 质数 是 354 
963 283, 354 963 319, 354 963 337, 354 963 373, 354 963 39], 
每 一 个 质数 的 各 位 数字 之 和 都 为 43。 

口 找 出 非 0 结尾 且 有 四 种 不 同方 法 写成 两 个 不 同 质数 平方 和 的 最 
小 整数 。 答 案 是 39 338，39 338=23=+197=97+173=107+167= 
113?-163?, 

我 们 稍稍 一 想 就 能 得 出 结论 : 这 个 字典 应 该 被 视 为 一 个 没有 给 出 证 

明 的 数学 定理 大 集合 。 大 多 数 情 况 下 ， 我 们 需要 用 到 计算 机 运行 程序 来 
检查 各 种 论断 的 正确 性 。 硅 直接 用 纸 笔 来 证 明 ， 要 么 完全 不 可 能 ， 要 么 
需要 太 多 的 时 间 和 耐心。 
































2. 几 种 不 同 的 质数 

A. 优质 数 : 根据 定义 ， 优 质数 严 
格 大 于 前 一 个 质数 和 后 一 个 质数 的 几 
mR Bü(PYy-P Po $5. 
INNO 7 A OEC 
wi Cw. JN. New. p. 9. Dn. 
poo NE T SITE T NOI o NEED 
SUED EDEN AUS 
557, 563., 569, 587., 593., 599, 
641、727:…… 

B. 斐 波 那 契 质 数 就 是 斐 波 那 契 数 
Jj CF(0)21, F(D)-1, 二 | 
有 F(n+2)=F(n)+F(n+1) ) 中 的 质数 。2、 
3s Sc deis 89. 233. 1597. 28 657. 
514229. 433 494 437, 2971215073, 
99 194 853 094 755 497, 1 066 340 417 
49] 710 595 814 572 169, 19 134 702 
400 093 278 081 449 423 917.……: 

C. zt 质数 是 考虑 数字 n=3.141592653589793238462643383……: 的 前 n 位 数 
字 而 找到 的 质数 。 如 今 我 们 已 知 7 个 〈 这 里 只 给 出 前 几 个 的 结果 ) ， 对 应 于 
n-l(3). 231). 6(314 159), 38, 16 208, 47 577, 78 073。 对 应 于 78 073 的 
质数 发 现 于 2006 年 。 

D. 阶乘 质数 : n!+1 或 n!-1 形 式 的 质数 。n!-1 形 式 的 质数 对 应 于 n 的 以 
下 取 值 : 3、4、6、7、12、14、30、32、33、38、94、166、324、379、469、 
546、974、1963、3507、3610、6917、21 480、34 790. 

nt+1 形 式 的 质数 对 应 于 x 的 以 下 取 值 : 0、1、2、3、11、27、37、41、 
73. 77, 116, 154, 320, 340, 399, 427, 872, 1477., 6380, 26951, 我 们 
已 知 的 数字 仅 限 于 此 ， 因 为 阶乘 函数 递增 很 快 ， 使 得 对 表达 式 n!+1 或 n!-1 
生成 的 数字 做 系 性 检测 变 得 十 分 困难 ， 其 至 完全 不 可 能 。 

















自动 化 证 明 
这 个 字典 和 网 站 可 以 被 认为 是 算术 命题 的 集合 ， 数 学 家 若 不 能 用 计 


算 机 探索 这 类 数学 真理 ， 就 无 法 独立 证 明 其 中 的 命题 。 也 就 是 说 ， 这 是 
一 个 已 被 计 算 机 证 明 却 无 法 人 工 证 明 的 数学 结论 数据 库 。 
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1 025 327 

包含 上 且 仅 包含 所 有 非 合 数 的 最 小 “ 数 质 ” (将 各 位 数字 倒 过 来 依然 是 
质数 ) 。 

37 330 116 097 

它 加 上 之 后 的 2 个 质数 (3 个 质数 之 和 ) 得 到 一 个 新 的 质数 111 990 348 
347。 

这 个 数字 再 加 上 之 后 的 4 个 质数 〈 五 个 连续 质数 之 和 ) 得 到 一 个 新 的 





依次 类 推 ， 直 到 19 个 质数 之 和 ， 结 果 总 能 得 到 质数 。 
122 334 444 555 553 
1 
7 469 789 
两 者 均 为 易 损 质数 的 连续 质数 对 中 的 前 一 个 数 ( 若 改 变 某 质数 的 任意 
一 位 数 ， 总 能 得 到 合 数 ， 则 该 质数 为 易 损 质数 ) 。 

7 284 717 174 827 

这 个 回 文 (从 左 到 右 和 从 右 到 左 一 样 ) 质数 写成 二 进 制 依然 是 回 文 质 
数 : 1 101 010 000 000 011 010 111 110 101 100 000000 101 011。 另 外 ， 其 十 
进 制 长 度 13 和 二 进 制 长 度 43 均 为 质数 。 

14 444 999 999 999 

非 零 平 方 数 (1、4、9 ) 按 其 数值 本 身 的 次 数 重复 并 相 接 而 成 的 一 个 

1311753223571113 

将 13 到 2 的 质数 降序 排列 相 接 ， 再 升序 排列 相 接 ，13、11、7、5、3、2、 
2、3、5、7、11、13， 即 可 得 到 这 个 质数 。 某 种 意义 上 ， 这 也 是 一 种 回 文 。 

37 104 124 

BD [H-PAPHER, NONESET3 !x7 !x1!x0!x4!x1! 
x2!x415/]vT37 104 124 的 质数 数目 之 和 。 它 是 已 知 唯一 具有 该 性 质 的 

172 909 271 

包含 著名 的 拉 马 努 金 数 1729( 用 两 种 方法 写成 两 个 数 平方 和 的 最 小 数 
字 ，1729=13+123= 93+103 ) 的 最 小 回 文 质数 。 

15 618 090 

等 于 2x3x5x487x1069， 并 非 质数 ， 却 是 质 因数 分 解 包含 且 仪 包含 一 次 


























所 有 10 个 数字 的 最 小 整数 。 

1873 

EK: 埃 尔 米 特 在 1873 年 证 明了 数字 e 是 一 个 超越 数 。 

3 778 888 999 

乘法 韧性 为 10 的 最 小 质数 。 数 宇 的 乘法 韧性 是 将 其 用 各 位 数字 乘积 代 
蔡 ， 结 采 稳 定之 前 所 需 经 过 步骤 的 数目 。 

因此 721 一 14 一 4 一 4， 则 721 乘 法 韧性 为 3。 

16 719 

16 719 世 纪 将 会 是 第 一 个 没有 任何 质数 年 的 世纪 。 

619 737 131 179 

















满足 其 中 连续 两 位 数 总 得 到 质数 且 由 此 得 到 的 所 有 质数 各 不 相同 的 最 
AC. 
1000::-00081918000*-:0001 
(总 共 1001 位 数 ) 。 超 过 1000 位 数 的 最 小 回 文 质数 。 











计算 机 科学 在 该 字典 中 起 到 的 作用 不 仅 是 在 爱好 者 之 间 做 协调 ， 或 
是 整理 结论 数据 库 。 计 算 机 科学 在 对 所 选 的 数 干 条 特性 一 一 进行 全 究 、 
证 明和 检测 的 过 程 中 同样 起 到 核心 作用 。 数 学 和 计算 机 科学 之 间 的 联系 
越 来 越 紧 密 ， 在 趣味 数学 领域 也 是 如 此 。 

最 多 产 的 独特 质数 贡献 者 光荣 榜 上 有 九 位 爱好 者 的 名 字 ， 每 人 有 超 
过 200 条 贡献 。 排 名 第 一 的 贡献 者 是 西亚 姆 . 森 德 . 古巴 达 ， 为 字典 贡 
BA 39 600 个 条 目 。 第 二 名 是 乔纳森 ' 沃 斯 博 斯 特 。 我 们 不 得 不 钦佩 
他 们 取得 如 此 成 果 所 付出 的 大 量 编程 工作 和 了 耐心， 以 及 他 们 拥有 的 超 强 
创造 力 。 

最 让 人 惊讶 的 独特 数字 还 包括 了 “可 执行 质数 "。 质 数 都 可 以 写成 
二 进 制 ， 在 某 些 情况 下 就 表现 为 一 段 针 对 特定 机 桥 的 计算 机 程序 。 

来 用 一 个 学 节 (8 比特 ) RR Bc UL tU Sa AE x86 系列 。 最 小 
的 指令 就 是 数字 195 对 应 的 指令 ， 执 行 RET (return )。 这 个 学 市 可 以 写 
在 “.com” 类 型 文件 中 , 构成 一 个 DOS (Windows ) BL28 HJ n] JAÁ TERI o 
可 异 195 不 是 质数 。 
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非 尔 : 卡 瑞 迪 仔 细 人 研究 了 这 个 问题 ， 并 给 出 三 个 最 小 的 可 执行 质数 : 
38 x 256+195=9923、46 x 256+195=11 971、47 x 256+195=12 227。 它 们 
并 不 能 执行 什么 有 意义 的 运算 ， 却 是 货真价实 的 程序 。 

第 一 个 能 进行 有 意义 运算 〈 和 之 前 规则 相同 ) 的 可 执行 质数 在 十 进 
制 下 有 1811 位 数 ， 开头 是 493 108 359 702 850 190 027 577 767 239 076 
495 728 490 777 215 020 ( 完整 数字 参见 : http://primes.utm.edu/curios/ 
page.php?number id-1214 )。 


该 数字 的 二 进 制 表达 式 等 价 于 夏 乐 哈 诺 姆 编写 的 一 个 实现 
sD TAE PTRO DA 


4. 星 形 质数 
在 独特 质数 中 ， 有 些 质 数 具 x 


12001 


A OO T 
有 十 分 显眼 的 特殊 结构 ， 比 如 回 botoooodad 大 于 十 高 尔 (10) 


ps O 但 还 有 更 具 美 感 的 例子 星 形 i a a 的 最 小 星 形 质数 




















质数 ee 
当 我 们 按照 六 角 星 的 形状 将 5 
一 个 星 形 质数 的 各 位 数字 一 行 行 排 | E 
F , 数字 将 完全 对 称 地 排列 © EV WH 7 2 3 2 7 Ung 


n (UICMDE2ROKJEJEON2NORON 
数字 包含 "个 不 同 的 数 ， 我 们 就 称 包含 所 有 质数 (2、 puso 


它 为 n 阶 星 形 质数 。 TE 
Y dn. m EH ps X 
下 面 是 展现 神奇 质数 之 美的 几 。 星 形 质 数 uU 
ABIT : 7 
1 1 
1111 EL 
1 n ERR DES AX 8E SEI 0, | 
il ES 8 的 3 阶 星 形 质 数 
地 外 2i 除 星 形 质数 3l 4L xb gr TET 
i — e moe c 
11 . "n 
1 1 AA 4 E 超过 1000 位 数 的 最 小 星 
形 质数 (H 1093 位 数 ) 
144441 
1114111 ^ X3. 
201 











最 小 3 阶 星 形 质 数 
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解码 。 基 于 相同 思路 ， 人 们 又 找到 了 一 个 十 进 制 下 有 914 位 数 的 质数 ， 
能 得 出 一 个 不 被 多 许 分 发 的 程序 。 

在 菏 种 程度 上 ， 这 也 算 一 个 非法 质数 。 不 过 ,“ 质 数 猎奇 ”网 站 并 
没有 因为 收录 了 这 个 非法 质数 而 受到 困扰 。 看 来 ,传播 这 个 数字 并 不 十 
分 危险 ! 

但 是 ， 按 照相 同 的 思路 ， 我 们 大 可 生成 一 个 质数 ， 乔 谁 敢 发 布 它 ， 
怠 真 的 会 受到 责 如 。 比 如 写 一 小 段 侮 辱 法 国 总 统 或 激 起 民族 仙人 恨 的 话 ， 
然后 ， 将 其 以 ASCII 码 写 成 二 进 制 。 得 出 的 数字 可 能 并 不 是 质数 ， 但 只 
要 按 需 求 系统 地 在 后 面 加 几 位 数字 ， 就 可 以 得 到 一 个 质数 。 这 下 就 上 地 
发 现 一 个 非法 质数 了 。 这 种 找 法 一 定 可 行 : 实际 上 ， 根 据 瓦 次 岂 夫 : 谢 
尔 宪 斯 基 定 理 ， 对 任何 数字 序列 *， 痢 存在 以 开头 的 质数 。 























将 你 的 姓名 帮 进 质数 中 ， 会 怎样 ? 


你 也 可 以 用 相同 方法 找到 一 个 以 目 己 姓名 编码 开头 的 质数 ， 或 者 以 
喜欢 的 诗句 开头 的 质数 。 寻 找 这 样 的 质数 可 能 会 受到 的 唯一 限制 就 是 长 
度 。 由 于 只 能 通过 答 试 来 寻找 质数 ， 你 必须 使 用 素性 检测 算法 来 确保 结 
RIEM. XT 100 位 以 下 的 数字 没有 太 大 问题 。 然 而 对 于 更 长 的 数字 ， 
则 不 得 不 满足 于 概率 算法 ， 该 算法 指出 一 个 数字 是 质数 时 ， 将 不 可 避免 
地 市 有 一 定 错误 概率 。 我 们 可 以 尽量 减 小 这 个 错误 概率 ， 却 无 法 将 其 
消除 。 

质数 的 游戏 依然 存在 众多 的 可 能 性 …… 如 有 果 你 觉得 在 这 上 面 花 太 多 
时 间 会 很 无 聊 ， 请 看 尼 古 拉 ，… 罗 巴 切 夫 期 基 怎 么 说 :“ 不 管 一 个 数学 领 
域 有 多 么 抽象 ， 有 天 一 日 都 可 能 在 现实 世界 中 找到 实际 的 用 武之 地 。 
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蜥 蝎 数 列 及 其 他 发 明 


XIR: Za TMEXHRITERITETEPSTT — EL SEBU A BÀ 
的 “ 埃 拉 托 斯 特 尼 科 法 ”加 以 延伸 ， 并 重新 审视 了 富 可 政 国 
却 又 无 比 残暴 的 罗马 将 军 克 拉 苏 实施 的 “十 一 抽 订 律 ” 中 所 
隐 含 的 特性 。 





在 数学 教学 中 ， 老 师 利 帝 或 总 是 不 得 不 在 明确 划 定 的 范围 内 ， 将 一 
些 必 备 知识 简化 后 教 绘 学生。 于是， 数学 诛 仅 仅 讲授 一 些 计算 方法 ， 最 
多 不 过 教 一 些 推 理 方 法 。 这 样 做 的 好 处 是 ， 学 生 稍 稍 用 功 束 能 得 到 不 错 
的 分 数 ， 学 生 、 家 长 和 老师 郡 满意 。 可 惜 的 是 ， 催 化 教学 导致 这 门 学 科 
变 得 无 聊 又 缺乏 想象 力 ， 与 数学 的 本 质 育 过 而 驰 。 数 学 拥有 一 个 无 比 广 
阔 的 创意 空间 和 目 由 发 挥 的 研发 疆域 ， 它 不 停 地 超越 目 身 ， 探 索 未 知 世 
界 。 令 人 和 慰 讶 的 是 ， 颖 新 的 概念 有 时 却 十 分 简单 ， 出 乎 意料 的 问题 更 是 
层出不穷 。 在 这 些 问题 中 ， 有 的 需要 创造 力 和 不 懈 努 力 来 解答 ， 有 的 则 

















无 法 用 现 有 方法 破解 ， 必 须 对 人 研究 方法 不 靳 完善。 








1. 区 力克 安吉 利 尼 对 数列 的 爱好 

出 于 对 数列 的 爱好 ， 安 言 利 尼 前 
去 参加 了 OEIS 第 十 万 个 整数 列 的 庆祝 
AR. OEISTRHUAE TES SEU ERE 
-B (On-Line Encyclopedia of Integer Se- 
quences) ， 致力 于 人 研究 数学 上 有 意义 的 
P] 整数 列 ， 包 含 超过 十 万 个 数列 。 数 学 家 
| DK c 斯 隆 在 1960 年 还 是 学 生 的 时 候 ， 
为 了 协助 团队 数学 研究 创建 了 百科 全 
书 。“ 潜 力 文学 工 坊 ”【〈 Oulipo ) 的 创始 
E ARDRE- WERAMERA- 格 诺 
”和 凭借 对 s- 加 和 数列 的 研究 也 对 OEIS 有 所 
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贡献 。 艾 力克 … 安 吉利 尼 参与 了 Oulipo 列 表 的 工作 ， 这 是 众多 数列 的 灵感 
来 源 。 伊 丽 莎 白沙 壹 丹 为 安吉 利 尼 的 生日 写 了 一 首 包含 他 名 字 的 藏 尖 诗 
(GEI Ei Ces cinquante ans d'Éric Angelini ) um 
中 每 一 句 又 由 与 诗 名 相同 的 字母 构成 。 为 外 ， 吉 勒 : 埃 斯 流 北 多 法 羔 斯 以 
双 癌 文字 和 准 回 文 《 他 的 年 纪 为 L》 (11a LGge égal4 工 ) MERK. 


ri LL: 
艾 力克 : 安吉 利 尼 五 十 岁 生 日 
Éric qui est-il nain dans ce Glénan Msanii Il aige coag, 
Ri t Pindi Isaci A E 
isquant l'indigence alsacienne E e, 
Il écrit dans quel ancien sang nié Pi e 
Cinna l'ange désincarné qui est-il & 
Ancien quel sang l'incise rida net * 
Nest-il que le cancanier si gandin d 
$ 
$ 
E: 














ge 


Grandi à la science qu'en tennis il 

Encadre qu'il signe Cain en lisant 35» o 
L'écran ni délinquance ni tissage Ver. "d 
Il écrit quand l'ancienne assigne 

Ne sait-il quel grain d'encens inca 
Il a cinquante années gris déclin 


nts DA 
Se y ? II qe 


e Go 
Pop ag te paet” 


PEBH- 沙 蒙 丹 











就 连 上 干 年 历史 的 数列 领域 也 不 断 涌现 出 全 新 的 简 蛙 想 法 ，5| 出 很 
难 回 答 的 问题 。 我 们 将 要 介绍 艾 力 殴 ' 安吉 利 尼 发 明 的 两 种 数列 ,恰恰 
展示 了 数学 精神 永 不 档 竟 的 创新 活力 。 即 便 在 基础 算术 领域 , 这 种 精神 
也 能 进发 出 才华 模 洪 的 创新 。 


质数 之 后 : 第 二 数 


公元 前 3 世纪 硕 舌 数学 家 埃 拉 托 斯 特 尼 发 明了 和 名 为 “ 埃 拉 托 斯 特 尼 
第 法 ”的 质数 计算 方法 ， 即 质数 的 算法 定义 。 其 原理 分 成 三 个 步 又 。 

A. 考虑 大 于 1 的 整数 。 其 中 “第 一 个 ”"， 按 照 定义 ， 丈 是 “第 一 数 ” 
(质数 )。 

B. 然后 将 不 能 被 已 经 找 出 的 “第 一 数 ”( 质数 ) 整除 且 大 于 已 经 找 
出 的 “第 一 数 ”( 质数 ) 的 “第 一 个 ”整数 称 为 “第 一 数 ”( 质数 )。 





注 1 法 文 “ 质 数 ”( nombres premiers ) 字面 上 有 “第 一 数 ” 的 意思 。 一 一 译 者 注 


J&I DS O 
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C. 只 要 可 能 ， 重复 之 前 的 运算 。 这 样 ， 就 定义 了 “第 一 数 ”( 质数 ) 
数列 。 

取 所 有 大 于 1 的 整数 : 
2. 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 
45, 46, 47, 48, …. 

用 蓝 色 标 出 这 些 数 的 第 一 个 数 “2”， 它 将 是 最 小 质数 。 用 红色 标 出 
其 他 2 的 倍数 ， 将 不 能 作为 质数 〈 我 们 也 可 以 将 它们 从 列 中 取出 ， 但 为 
了 更 好 观察 方法 及 其 推广 而 将 它们 以 红色 保留 ) 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 
45, 46, 47, 48, = 

根据 B， 数 字 3 (2 之 后 第 一 个 还 是 黑色 的 数字 ) 是 一 个 质数 。 将 
3 用 蓝 色 标 出 ， aa， 
2. 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 
45, 46, 47, 48, == 

还 是 根据 B， 数 字 5 (3 之 后 第 一 个 还 是 黑色 的 数字 ) 是 一 个 质数 ， 
将 它 用 蓝 色 标 出 ， 并 将 未 标 红 的 5 的 倍数 用 红色 标 出 。 
2. 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 
45, 46, 47, 48, == 

依次 类 推 ， 我 们 得 到 蓝 色 的 质数 列表 。 
2. 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 
45, 46, 47, 48, …. 

实际 当中 ， 如 果 我 们 想 找 出 一 直到 N 的 质数 ， 只 需要 将 蓝 色 标记 
进行 到 NN 的 平方 根 ， 因 为 到 时 候 所 有 不 是 红色 的 数字 都 是 质数 。 这 是 因 
为 ， 如 果 一 个 整数 是 合 数 ，N=a.hp， 目 a>1，b>1， 则 a Fib 至 少 有 一 个 
JVFSERENBPEZHBR.S 今天 人 们 依然 使 用 埃 拉 托 斯 特 尼 沛 法 来 寻找 完整 
的 质数 列表 。 
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2. 第 二 数 、 第 三 数 、 第 四 数 
质数 

2.3.5,7, 11,13, 17, 19, 23,29,31, 37, 41,43. 47,53, 59,61, 67, 71; 73, 79, 83, 89, 
97.101, 103, 107. 109, 113. 127.131, 137. 139, 149. 151, 157., 163, 167, 173. 179, 
181, 191.193. 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233. 239, 241, 251, 257.2603, 2609, 271, 
211, 281, 283.293. 307.311. 313.317 331337347, 349.353, 359. 3607, 373. 319, 
383, 389, 397, 401,409, 419, 421, 431, 433, 439, 443, 449, 457, 461, 463, 467,479, 
487, 491, 499, 503, 509, 521, 523, 541, 547, 557, 563,569, 571, 5769, 773, 787, 797, 
809, 811, 821, 823, 827,829, 839, 853, = 

第 二 数 
3 S508 3 31]. 35 9 53:590 79 7], 9208 0 0/772 10] 107113; 
TEE 133, 139 T43 151 158 16> 16/. 179 191: 197203. 209 218. 227. 
233. 241. 251.257, 202, 2600-274 281. 284.293, 307,313,317, 322, 332.343. 347, 
353, 361, 367, 379, 386, 397, 401, 409, 419, 422,431, 437, 443, 449, 457, 461, 
467, 479, 491, 499, 509, 521,526, 541, 547, 553, 557, 566, 571, 581, 7, 587, 593, 
599.601, 607, 613, 617, 619, 631, 641, 643, 647, 653, 659, 661,673, 677, 683, 691, 
701, 709, 719, 727, 733, 739, 743, 751,757, 761, 7593, 599, 607, 617, 622, 631, 
643, 653, 661, 667,673, 677, 691, 698, 703, 718, 721, 727, 739, 746, 757, 763,769, 
778, 781, 796, 809, 821, 827, 839, 842, 853, 857, 863,869, 878, 883, 892, 911, 
916, 919, 929, 941, 947, 956, 967,974, 983, 994, 1006, 1013, 1021, 1033, 1043, 
1049, 1058,1063, 1073, 1087, 1093, 1099, 1108, 1117, 1126, 1129, ++: 

第 三 数 
ALT23239 4.3 39,07, 74.82.87. 95.103, 11 122 127. I1, 
141, 146, 151, 163, 169, 178, 183,193, 199, 211, 215, 223, 229, 237, 247, 251, 
263, 271, 278,290, 298, 307, 314, 325, 334, 342, 349, 358, 362, 369, 377,383, 394, 
401, 415, 421, 433, 445, 454, 463, 470, 479, 485,498, 503, 514, 523, 537, 543, 
55], 559, 565, 571, 582, 591,601, 611, 617, 625, 634, 642, 653, 659, 673, 678, 
685, 695,703, 710, 719, 725, 734, 745, 750, 758, 771, 778, 787, 794,807, 817, 822, 
829, 838, 843, 857, 863, 877, 881, 887, 898,909, 919, 925, 934, 941, 951, 963, 
974, 982, 99], 998,1011, 1018, 1025, 1033, 1041, 1051, 1063, 1070, 1079,1087, 
1093, 1097, 1109, 1119, 1129, 1138,，…: 

第 四 数 
5, 9, 14, 21, 26, 33, 39, 46, 51, 59, 67, 73, 79, 87, 93, 101,109, 116, 123, 129, 137, 
143, 152, 163, 169, 178, 187, 193,203, 212, 221, 227, 239, 247, 253, 259, 269, 
278, 284, 293,301, 311, 318, 328, 334, 343, 349, 359, 367, 377, 383, 391,398, 409, 
419, 427, 437, 446, 452, 461, 471, 482, 491, 498,503, 514, 523, 529, 541, 547, 
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559, 566, 5777, 583, 592, 599,611, 618, 628, 634, 642, 653, 664, 673, 6779, 688, 694, 
703,713, 722, 731, 743, 752, 761, 769, 778, 787, 793, 802, 814,824, 833, 842, 849, 
857, 866, 883, 889, 899, 907, 916, 923,932, 941, 951, 967, 974, 983, 992, 1004, 
1013, 1021, 1034,1041, 1049, 1057, 1067, 1079, 1086, 1093, 1103, 1117,1126, 
1133, 1146, 1156, 1164, 1174, 1182, 1191, 1202,1211, 1219, 1229, 1238, 1252, 
20L 1207 1282 MI ONE 








几 年 前 ， 艾 力克 ' 安吉 利 尼 提 出 按照 几 千年 的 A-B-C 定义 把 “第 
一 ”这 个 词 替 换 成 “第 二 ”或 “第 三 ”， 等 等 。 质 数 的 基本 定义 被 延伸 ， 
引出 了 第 二 数 、 第 三 数 等 定义 。 奇 怪 的 是 ， 这 些 定义 在 2006 年 以 前 似 
乎 从 未 有 人 提 及 |! 

我 们 来 看 看 第 二 数 ， 其 定义 由 埃 拉 托 斯 特 尼 得 法 的 推广 给 出 : 

A. 考虑 大 于 1 的 整数 。 其 中 “第 二 个 ”, 按照 定义 , 就 是 “第 二 数 ”; 

B. 然后 将 不 能 被 已 经 找 出 的 “第 二 数 ” 整 除 有 昌 大 于 已 经 找 出 的 “第 
二 数 ” 的 “第 二 个 ”整数 称 为 “第 二 数 ”; 

C. 只 要 可 能 ， 重 复 之 前 的 运算 。 这 就 定义 了 “第 二 数 ” 数 列 。 

一 开始 取 所 有 大 于 1 的 整数 : 
2. 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 
45, 46, 47, 48, … 

用 蓝 色 标 出 这 些 数 的 第 二 个 数 “3”， 它 将 是 最 小 第 二 数 。 用 红色 标 
出 其 他 3 的 倍数 ， 将 不 能 作为 第 二 数 。 
2. 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 
45, 46, 47, 48, … 

3 之 后 第 二 个 未 标 红 的 数字 是 5， 按照 定义 ， 是 一 个 第 二 数 。 将 5 
用 蓝 色 标 出 ， 将 未 标 红 的 5 的 倍数 用 红色 标 出 。 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 
45, 46, 47, 48, … 

5 之 后 第 二 个 未 标 红 的 数字 是 8， 按照 定义 ， 是 一 个 第 二 数 ， 将 8 
用 蓝 色 标 出 ， 并 将 未 标 红 的 8 的 倍数 用 红色 标 出 。 
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2. 3.4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 
25, 26, 277, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 
45, 46, 47, 48, = 

我 们 就 这 样 得 到 蓝 色 的 第 二 数列 表 。 

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 
25. 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 
45, 46, 47, 48, … 

因 其 构造 方法 ， 两 个 连续 第 二 数 之 间 有 一 个 依然 是 黑色 的 数字 。 我 
们 注意 到 ， 该 定义 不 保证 这 个 过 程 可 以 无 限 继续 下 去 。 一 旦 计算 过 程 中 
最 后 一 个 蓝 色 数字 之 后 的 数字 都 已 标 红 ， 就 可 能 无 法 继 绥 进 行 了 : 于 是 
我 们 将 可 能 只 得 到 有 限 个 第 二 数 。 我 们 之 后 将 回头 再 看 这 个 问题 。 

“第 二 数 、 第 三 数 、 第 四 数 ……: ”给 出 了 一 直到 1000 (还 多 一 些 ) 
的 第 二 数 。 内 尔 : 斯 隆 的 数列 百科 全 书 ( http://oeis.org ) 已 将 该 数列 收录 ， 
编号 为 A123929, 

复制 规则 A-B-C， 将 其 中 的 “第 一 ” 换 成 “第 三 ”就 是 “第 三 数 ” 
的 定义 ， 由 相同 的 蓝 、 红 、 寺 整数 标记 方法 得 出 ， 两 个 蓝 色 的 第 三 数 之 
间 恰 好 有 两 个 依然 是 黑色 的 数字 。 同 一 框 内 文字 也 给 出 了 第 三 数 、 第 四 
数 、 第 五 数列 表 的 开头 部 分 。 

当然 ， 尽 管 这 些 数 列 看 起 来 是 质数 列 简单 、 明 了 的 推广 ， 但 它们 似乎 
并 不 像 质数 列 那样 具有 基础 性 地 位 ， 而 质数 列 则 是 整个 算术 的 核心 ， 并 对 
整个 数学 科学 具有 重大 意义 。 

首先 ， 质 数列 可 以 用 很 多 种 不 同 的 方法 定义 ， 比 如 说 ， 质 数 是 一 个 
大 于 1 且 只 能 被 1 和 它 本 映 整 除 的 数字 。 而 对 第 二 数 (或 者 第 三 数 等 )， 
我 们 只 知道 艾 力克 ' 安吉 利 尼 推 广 埃 拉 托 斯 特 尼 沛 的 定义 。 也 许 其 他 的 
第 二 数 〈 或 第 三 数 等 ) 的 定义 是 存在 的 ， 但 今天 尚 无 人 知晓 。 

将 一 个 重要 而 古老 的 数学 概念 加 以 延伸 是 一 件 有 趣 的 事情 。 众 多 问 
题 由 此 萌发 ， 其 中 最 基本 的 当然 是 “无 穷 性 ”问题 。 目 欧 儿 里 得 开始 ， 


















































(II) 
w 823456888 M1111000 2801212181 BTB2 
o H23456288H11111818TB1212181212H2132 
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MAWR ECERA RAWE, JEHLULBGIEB], HIBA (第 二 
数 等 ) 也 成 立 ， 因 为 这 是 质数 无 穷 性 的 推论 。 


算 木 的 新 时 代 ? 


比如 ， 让 我 们 来 证 明 第 二 数 的 无 穷 性 ， 只 需 证 明 红 色 标 记 方 法 每 一 
次 至 少 会 在 最 大 的 蓝 色 数字 之 后 留 下 两 个 黑色 数字 ， 就 能 保证 得法 在 了 B 
步骤 过 程 中 永远 不 会 受阻 ,这 是 显而易见 的 ,因为 质数 只 能 被 标记 成 蓝 色 : 
标 红 的 数字 是 其 他 数字 的 倍数 ， 因 此 不 可 能 是 质数 。 在 计算 过 程 中 的 任 
意 时 刻 , 只 有 有 限 个 数字 被 标记 为 蓝 色 , 也 就 是 说 , 还 有 无 穷 个 黑色 质数 ， 
即 最 后 一 个 蓝 色 数 字 之 后 还 有 无 穷 个 黑色 数字 ， 当 然 就 满足 了 最 少 有 两 
个 黑色 数字 的 条 件 。 所 以 ， 标 记过 程 永远 不 会 结束 ， 第 二 数 有 无 穷 多 个 。 
我 们 对 质数 的 认识 远 远 不 止 其 无 穷 性 。 比 如 阿达 玛 和 德 . 拉 瓦 莱 普 
森 在 1896 年 证 明 的 素数 定理 指出 : n 附近 的 质数 密度 约 为 1/ln(n)。 由 于 
In(10 ) 等 于 20.7232…， 我 们 可 以 推导 出 在 十 亿 附 近 ， 大 约 21 个 数字 里 
就 有 一 个 是 质数 。 
该 定理 能 和 否 推广 至 第 二 数 、 第 三 数 等 ? 以 怎样 的 形式 推广 ? 数学 家 
凭借 现 有 的 理论 能 和 否 轻而易举 地 处 理 这 个 问题 ? 这 给 数论 专家 ， 以 及 那 
些 想 抢 先 找 出 相关 特性 准确 描述 的 专业 或 业余 冒险 家 提出 了 挑战 。 我 们 
的 老 朋友 计算 机 当然 也 可 能 在 这 项 研究 工作 中 发 挥 作用 。 
这 些 新 的 数字 也 引出 了 众多 其 他 问题 ， 下 面 就 是 几 个 例子 。 
口 既是 质数 又 是 第 二 数 的 数字 是 否 有 很 多 ? 怎么 能 够 找 出 来 ? 
O 对 既是 第 二 数 又 是 第 三 数 ， 或 者 同时 是 质数 、 第 二 数 、 第 三 数 
等 等 的 数字 也 有 同样 的 问题 。 

口 第 二 数 (或 第 三 数 等 ) 因数 分 解 的 概念 是 否 有 意义 ? 如 果 是 ， 这 
样 的 分 解 有 何 特性 ? 

口 任意 足够 大 的 偶数 是 否 为 两 个 第 二 数 之 和 ( 对 哥 德 巴赫 猜想 的 





















































a 
18218 208821342 E38281542 58582(8513 
182:3B821342$83422B813425$:34228513426583H 
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推广 ) ?奇数 又 如 何 ? 
口 是否 存在 多 项 式 时 间 “ 第 二 性 ”检测 算法 ( 对 Agrawal-Kayal- 
Saxena 算法 在 2002 年 证 明 的 多 项 式 时 间 素 数 检 测算 法 存在 定理 
的 推广 ) ? 
长 期 以 来 ， 艾 力克 … 安 襄 利 尼 一 直 对 上 自身 参照 颇 感 兴趣 〈 人 参见 其 网 
站 http://www.cetteadressecomportecinquantesignes.com/ ) ， 并 提出 了 另 一 
类 全 新 数列 奇特 而 极 具 魅力 的 “十 一 抽取 数列 ”。 
或 许 有 人 听 说 过 “十 一 抽 杀 律 "。 上 古 罗 马 将 军马 库 斯 . 李 锡 尼 : 元 
拉 办 发 明了 这 一 骇人听闻 的 酯 律 来 惩罚 逃兵 ， 最 终 在 罗马 军队 中 引发 了 
众 继 。 数 列 的 十 一 抽取 操作 就 是 从 数列 中 每 十 项 中 抽取 一 项 ， 束 像 元 拉 
苏 从 十 人 一 组 的 士兵 中 抽 选 一 人 处 死 。 从 数列 s, S2 S3, S4 S5, S6 S7 55, So 
519, 5115 S12, 313, S14, S15, S16, S17, S15, 19, $20, $51, 555, Pa RET D, 即 


4B 
Sios $59, $309 得 到 - Sis 85, $3, S4, S5, S6, $7, S8, S9, S11, $12, S13, S14, S15, S16, $17, S18; 














519, 351, 822, "7 

按照 定义 ， 十 一 抽取 数列 S 是 一 个 “非常 数 数列 ”， 十 一 抽取 操作 
后 留 下 的 数列 和 初始 数列 相同 ， 男 外 抽取 的 数列 (sj0, so 539 , 7) 也 与 
初始 数列 相同 。 右 将 数列 S 每 十 项 取 一 项 得 到 的 数列 记 为 S10,S 所 受 
到 的 约束 就 可 以 用 符号 写 为 下 面 的 双重 等 式 : S-S/10-8-8/10. 

这 是 很 强 的 条 件 ， 乍 一 看 似乎 不 大 可 能 存在 这 样 的 数列 。 然 而 ， 
十 一 抽取 数列 的 确 存在 ， 艾 力 元 " 安吉 利 尼 提 出 了 一 种 一 般 构造 方法 ， 
也 是 一 种 可 以 将 其 全 部 找 出 的 方法 (参见 “十 一 抽取 数列 ”)。 

我 们 来 检验 这 种 独特 的 十 一 抽取 数列 之 一 5: 
1234567891111111111212121212132132132134 
213421 
3425134251342651342651374265137428651374 
286951 
37428691513742869115137428061911513742186 
191151 
31742186191115131742118619111511317421:- 


























注 1 该 网 址 的 字面 意思 是 :“ 这 个 网 址 包含 五 十 个 字符 ”"。 一 一 详 者 注 
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3. 十 一 抽取 数列 


十 一 抽取 数列 如 下 《〈 人 参见 书页 底部 展示 的 数列 TI、IIL、II ) : 

(a) 蔡 从 数列 中 每 十 项 抽取 一 项 (第 10 项 、 第 20 项 、 第 30 项 等 ) ， 我 们 
抽 掉 的 就 是 数列 GD ， 它 与 数列 人 相同 ; JH. 

(b) 抽 挥 那 些 项 之 后 剩 下 的 数列 ID， 也 与 初始 数列 相同 。 

让 我 们 来 构造 一 个 数列 ()， 比 如 先 确 定 前 9 个 数学 : 123456789, 

第 10 项 必须 为 1， 因 为 按照 长， 它 是 被 抽取 的 数列 之 首 ， 必 须 与 原 数 列 本 
身 相 同 : 1234567891. 

第 11 项 为 1!1， 因 为 按照 (b)， 当 我 们 抽 掉 第 10 项 时 应 该 得 到 相同 的 数列 ， 而 
抽 掉 第 10 项 后 ， 第 11 项 就 取代 了 第 10 项 的 位 置 。 所 以 有 : 12345678911。 

—1b—32pmh, ASA MEELESETIANTSATETS12. 13. 14, 15, 16, 
17、18、19 项 的 位 置 放置 1: 1234567891111111111. 

第 20 项 按照 (a) 必 须 为 2: 12345678911111111112。 

第 21 项 按照 (b) 必 须 为 1， 第 22 项 为 2， 依 次 类 推 : 1234567891111 
TEST 2919220062 T2 2 1802 TES 

就 这 样 一 步 一 步 地 ， 这 个 数列 完全 由 前 9 项 确定 下 来 。 

下 面 是 该 数列 的 前 1000 项 : 





1234567891 1111111112 1/27] 192] E221 EAT LS; 2132132134 
2134213425 1342513426 5134265137 4265137428 
6513742869 5137428691 5137428691 1513742861 
9115137421 8619115131 7421861911 1513174211 
8619111511 3174211861 TOLLS HEUS 1742118612 
TESTES HUS] 1174211862 1219111511 1311174212 
1862121911 1151113112 1742121861 2121911112 
SSN 7421218613 2 ONION 25 I 2 
1174212183 61321219172 W SII 3112111743 
2121836132 229121 1225 011135 1121117434 
2121836132 2212191211 WISTS 1331121114 
7434212182 30 [3222121 1912111113 2251113134 
3112111472 4342121825 3613222121 11912 11113 
1322511134 1343112112 1472434215 2182536131 
2221211193 1211113134 2251113412 3431121126 
1472434215 5218253611 2122212 3 1931211114 
3134225112 1341234316 1211261475 2434215521 
1825361133 122212 G7 1931211114 4313422512 
1213412346 3161211265 1475243421 1552 113253 
3611331227 2121137194 3121111442 3134225128 
1213412346 6316121125 6514752431 4211552113 
8253361137 3122721214 1371943122 1111442318 
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3422512816 2134123469 6316121125 5651475241 
3142115523 1138253367 1137312274 2121413712 
9431221118 1442318346 2251281629 1341234691 


取 每 一 组 十 个 数字 的 最 后 一 个 ( 红色 ) , 便 重 新 得 到 原本 的 数列 ， 田 
外 ， 将 其 去 掉 后 剩 下 的 数列 也 是 原本 的 数列 。 








H1 S 中 每 十 项 抽取 一 项 得 出 的 蓝 色 数列 与 5 相 同 ， 右 将 其 去 挥 ， R 
下 的 数列 也 与 S$ 相同 。 

我 们 通过 仔细 审视 定义 中 的 规则 ， 得 知 完全 不 同 的 十 一 抽取 数列 的 
数目 是 有 限 的 ， 因 为 规则 指明 了 数列 完全 由 其 中 的 前 9 项 决定 。 

这 样 的 数列 比 其 他 任何 数列 都 配 得 上 分 形 数列 这 个 称谓 。 实 际 上 ， 
十 一 抽取 数列 以 双重 方式 包含 在 其 目 身 当中 : 整体 的 复杂 结构 5 两 次 由 
SHIAR , B —VXK VA 1/10 R SERA NE ,而 妃 一 次 以 9%10 矿 才 的 缩小 形式 。 

我 们 还 可 以 将 这 样 的 数列 称 为 “ 蜥 蝎 数 列 ”， 因 为 当 它 的 尾巴 〈 相 
当 于 本 里 的 十 分 之 一 ) 被 搜 抒 时 ， 数 列 并 没有 真正 产生 变化 ， 就 和 晰 蝎 
一 样 ， 尾 巴 还 会 再 长 出 来 。 

十 一 抽取 序列 最 奇特 的 地 方 就 是 ， 尽 管 我 们 有 简单 的 定义 和 有 效 的 
计算 方法 ， 这 个 数列 似乎 仍 无 法 预测 ， 其 整体 特性 似乎 也 很 难 确定 ， 例 
如 数字 1 的 密度 。 
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我 们 或 许 面 临 春 复杂 世界 特有 的 情况 。 在 没有 任何 有 效 分 析 方 法 的 
前 提 下 ， 为 了 认 知 更 遥远 的 数列 情况 ， 上 再 也 找 不 到 比 按照 定义 系统 计算 
出 每 一 项 更 好 的 方法 了 一 一 因为 除了 和 直接 定义 之 外 ， 再 没有 其 他 公式 。 
目前 ， 尚 无 法 证 明 不 存在 能 和 直接、 有 效 地 给 出 数列 每 一 项 的 公式 。 而 否 
定 公式 存在 的 想法 也 有 可 能 是 错误 的 。 高 人 一 筹 的 数学 家 也 许 能 破解 错 
综 复 杂 的 数列 ， 提 出 侧 单 明了 的 定义 。 

除了 每 十 项 抽取 一 项 ， 我 们 还 可 以 每 9 项 、 每 八 项 等 等 就 抽取 一 项 。 
最 极端 也 是 最 有 趣 的 方法 就 是 每 三 项 去 挥 一 项 。 厂 每 两 项 去 挥 一 项 ， 立 
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刻 就 能 看 出 数列 一 定 是 第 数列 ， 换 句 话 说， 双重 等 式 S-S/2-S-S/2 的 唯 
一 解 就 是 常数 列 。 

数列 不 等 式 S=S/3=S-5/3 的 解 并 不 都 是 常数 列 。 那 些 不 是 常数 列 的 
只 用 到 两 个 数字 ， 通 过 代 换 简化 为 二 进 制 数列 : 
0100010100100001010000110100000011100100000000 
0111010101000000000000101111001101001000000000 
0000001001101110110001110010000100000000000000 
0000010011010101011101011100010101100001000000 
1000000000000000000000100000101100111101001001 
1011110011010110001010010010100000010000000000 
1000000000000000000010000000010011000010011011 


我 建议 把 这 个 数列 称 为 “二 进 制 蜥 蝎 数 列 ”， 它 因 具 备 特别 的 分 形 
特性 而 与 众 不 同 。 如 今 ， 蜥 蝎 数 列 尚 不 为 人 所 知 ， 而 且 显 得 混乱 无 序 、 
不 可 预测 。 然 而 ， 该 数列 并 不 是 随机 产生 的 ， 任 何 算法 计算 得 来 的 数列 
都 不 是 随机 的 ， 甚 至 不 能 被 认为 是 伪 随 机 数列 ， 因 为 它 包含 的 0 明显 比 
1 多 。 对 该 数列 前 100 000 项 的 计算 指出 ， 我 们 能 找到 68 967 个 0 和 31 
033 个 1。0 的 个 数 和 1 的 个 数 之 比 似乎 呈 收 和 敛 趋势 。 谁 能 证 明 这 一 点 ? 
这 个 比值 如 果 存 在 极限 ， 又 会 是 多 少 呢 ? 
在 针对 二 进 制 晰 蝎 数 列 提 出 的 问题 中 ， 我 们 引述 以 下 几 个 : 
a 数列 是 否 在 某 一 项 之 后 呈现 周期 性 ? (很 可 能 不 是 ,但 怎样 严 
格 证 明 ? ) 

a 数列 是 否 包含 任意 长 度 的 0 的 序列 ， 或 者 相反 ， 连 续 的 0 构成 
的 序列 是 否 存 在 最 大 长 度 ? 

a 数列 是 否 是 宇宙 数列 ? (宇宙 数列 指 的 是 一 个 任何 0 和 1 的 有 
限 序列 都 能 在 其 中 某 处 被 找到 的 数列 。 我 们 有 一 个 尚未 证 明 的 
E: x 写成 二 进 制 后 ， 所 有 数字 就 构成 一 个 宇宙 数列 ，2 的 平 
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方 根 和 很 多 其 他 无 理 数 常 数 也 一 样 。 

口 由 晰 蝎 数 列 中 的 数字 给 定 的 二 进 制 实数 是 否 像 x 和 图 -摩尔 斯 二 
进 制 数列 em eem A 
何 整数 系数 多 项 式 方程 的 解 ) ? 


尽管 最 后 一 个 问题 可 能 颇 有 难度 ， 其 他 问题 也 许 并 非 如 此 ， 我 们 可 

以 借助 小 小 的 计算 机 程序 来 试验 求解 。 如 果 你 也 有 有 趣 的 发 现 ， 就 像 第 

二 数 数列 、 第 三 数 数列 那样 ， 请 告诉 我 。 这 些 数列 都 是 近来 才 发 现 的 ， 

美 得 让 人 无 法 忘怀 。 它 们 尚未 被 充分 研究 ， 这 就 为 你 名 垂 数学 史册 造就 
了 一 个 绝 佳 的 机 会 …… 











4. 蜥 蝎 数 列 

各 每 三 项 抽取 一 项 (第 三 项 、 第 六 项 、 
第 九 项 等 ) ， 取出 的 数列 就 是 原 数列 本 
号 ， 剩 下 的 数列 也 是 原 数 列 本 身 。 这 是 唯 
一 具有 这 种 分 形 特性 、 由 0 和 1 组 成 、 以 0 开 
头 的 数列 。 
010001010010000101000011010000001110010 
0000000011101010100000000000010111100110 
100100000000000000010011011101100011100100001000 
00000000000000001001101010101110101110001010110000100 
000010000000000000000000001000001011001111010010011011110011 
010110001010010010100000010000000000100000000000000000001000- 
00000100110000100110111000111--- 

该 数列 一 分 为 二 : 

01000101001000010100001101000000111001000000000111010101000 
00000000010111100110100100000000000000010011011101 --- 
和 
01000101001000010100001101000000111001000000000111010101000000000 
000101111001101001000000000000000100110111011000111001000010000000 
0000000000001001101010101110101110001010110000100000010000 
0000000000000000010000010110011--- 

两 者 是 同一 个 数列 ， petii uiae 

如 下 图 ， 我 们 以 50 行 、 每 行 200 个 小 方 格 ( 黑色 为 1， 白 色 为 0 ) 来 表示 
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蜥 蝎 数 列 的 10 000 项 。 这 样 的 表示 没有 得 到 均匀 的 灰色 ， 而 是 呈现 浅 色 区 
域 (0 的 密度 更 大 ) 和 深 色 区 域 (1 的 密度 更 大 ) ， 我 们 在 其 中 怀 讶 地 发 现 
一 些 用 黑 昌 两 色 模 糊 写 成 的 难以 置信 的 符号 。 既 然 无 法 辨认 其 中 的 秘密 文 
字 ， 我 们 说 不 定 能 试 着 从 中 找 出 一 段 音乐 曲谱 呢 ? 

下 面 是 几 个 分 形 图 形 ， 具 有 等 价 于 蜥 蝎 数 列 的 几何 特性 : 我 们 从 中 去 
H (与 整体 相似 的 ) 三 分 之 一 ， 留 下 的 图 形 也 与 整体 相似 。 有 关 这 些 特殊 
分 形 的 更 多 信息 ， 请 参考 网 页 : http://www.meden.demon.co.uk/Fractals/pi- 
sot.html 
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一 些 与 数字 相关 的 谜 题 十 分 奇异 ， 而 且 难 以 处 理 ， 热 衣 
于 此 的 人 们 为 了 给 出 解 党 不 惜 论 费 数 年 时 间 来 用 运行 计算 
程序 。 


藏 在 一 个 简单 问题 背后 的 答案 有 可 能 极其 复杂 ， 尤 其 在 算术 
学 领域 : 将 数字 196 变 成 回 文 数 就 是 一 个 很 好 的 例子 。 问 题 似 乎 
源 自 查尔斯 " 特 里 格 于 1967 年 发 表 在 《数学 杂志 》(Mathematics 
Magazine,Vol.40,p.26-28 ) 中 题 为 “加 法 中 的 回 文 ”(Palindrome in 
addition ) 的 文章 。 不 过 ， 问 题 的 起 源 有 没有 可 能 更 早 呢 ? 

从 一 个 十 进 制 数 wY 开 始 ， 将 其 各 位 数字 倒置 得 到 的 数字 ， 并 与 Y 
相 加 。 反 复 进 行 这 样 的 操作 ， 一 般 情 况 下 就 能 得 到 一 个 回 文 数 一 一 数字 
从 左 问 右 和 从 右 问 左 读 起 来 相同 。 

若 和 13， 有 13+31=44， 这 是 一 个 回 文 数 。N=1048，1048+8401=9449， 
这 也 是 回 文 数 。 显 而 易 见 ， 加 法 如 果 没 有 发 生 进 位 ， 就 能 得 到 回 文 数 。 
进位 会 影响 回 文 的 出 现 , 但 也 不 会 有 所 妨碍 ， 就 像 数 字 29: 29+92=121。 

对 N=64， 计 算 不 能 一 中 而 就 ，64+46=110， 并 非 回 文 。 但 是 对 结 
110 重复 操作 ， 就 得 到 回 文 数 : 110+011=121。 我 们 也 顺便 看 到 两 个 不 
同 的 整数 29 和 110， 经 过 一 步 计算 得 到 相同 的 回 文 数 121。 

有 时 两 步 计 算 也 不 够 。 比 如 N=87 就 需要 四 步 : 第 一 步 87+78=165， 
第 二 步 165+561=726， 第 三 步 726+627=1353， 第 四 步 1353--3531-4884, 

对 于 N=89 计算 就 更 长 , 需要 24 步 计算 才能 得 到 回 文 数 ( 参见 “89 
的 计算 ”)。 

对 100 以 内 的 所 有 整数 进行 上 述 操 作 ， 总 能 得 到 回 文 数 ， 而 且 大 多 
数 情况 下 计算 步 数 也 很 少 。 于 是 ， 这 让 人 产生 一 个 想法 : 只 要 有 耐心 ， 
也 许 对 任何 正 整数 重复 进行 倒置 相 加 的 运算 都 可 以 得 出 回 文 数 。 
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1. 89 的 计算 


1.89+98=187;2.187+781=9608;3.908+869=1837 ;4.1837+7381=9218 ; 
5. 9218 + 8129 =17347 ; 6. 17347 + 74371 = 91718; 7. 91718 + 81719= 173437 ; 
8. 173437 + 734371 = 907808; 9. 907808+ 808709 = 1716517; 10. 1716517 
+ 7156171 —8872688 ; 11. 8872688 + 8862788 = 17735476 ; 12. 17735476 + 
67453771 = 85189247 ; 13.85189247 + 74298158 = 159487405 ; 14. 159487405 
+ 504784951 = 664272356 ; 15. 664272356 + 653272466 = 1317544822 ; 16. 
1317544822 + 2284457131 = 3602001953 ; 17. 3602001953 + 3591002063 = 
7193004016 ; 18. 7193004 + 6104003917 = 13297007933; 19. 13297007933 十 
33970079231 = 47267087164 ; 20. 47267087164 + 46178076274 = 93445163438 ; 
2]. 93445163438 + 83436154439 = 176881317877 ; 22. 176881317877 + 
778713188671 = 955594506548 ; 23. 955594506548 + 845605495559 = 
1801200002107 ; 24. 1801200002107 + 7012000021081 = 8813200023188 (参见 
http;//www.jasondoucette.com/worldrecords.html ) 








为 了 证 实 这 个 论断 ， 
我 们 借助 计算 机 依次 考 
176 847 虑 每 一 个 数字 ， 并 进行 

Y * 671 * 748 ind a 
BELLNM SC^ — 系统 性 计算 ， 直 到 对 每 
TAN bx 一 个 整数 找到 一 个 回 文 

| TTD E e E 0; 数 。 和 直到 数字 196 之 前 ， 
| 一 切 进展 顺利 。 而 对 





| + + + 
| ~ 5951 — 6457 —-— 30041 p 


也 得 不 出 回 文 数 。100 步 
以 后 ， 仍 旧 没 有 。1000 
数字 79。 经 过 6 次 将 上 一 步 结 果 与 各 位 数 “” 比 万 至 1000 000 步 以 后 ， 
字 倒 置 得 到 的 数字 相 加 ， 得 到 回 文 数 44 044。 还 是 一 无 所 获 ! 








Shutterstock/ Holly Kuchera 


以 196 计算 得 出 的 数字 长 度 规则 增加 。 韦 德 : 18 c 蓝 丁 汉 是 这 个 问 
题 的 爱好 者 ， 也 是 当今 迭代 计算 的 纪录 保持 者 ， 他 以 难以 置信 的 狗 力 对 
196 进行 了 超过 七 亿 步 倒置 相 加 计算 。 得 出 的 整数 包含 超过 三 亿 位 数 
字 …… 但 还 是 没有 发 现 回 文 数 。 

我 们 可 以 预见 ， 这 样 的 计算 需要 用 到 精巧 设计 、 精 心 调 校 的 计算 机 
程序 ， 以 及 很 大 的 耐心 来 完成 运行 。 超 过 20 年 的 持续 寻 竟 造 束 了 当今 
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的 世界 纪录 。 尽 管 计 算 机 的 计算 能 力 实 现 了 惊人 飞跃 〈 二 十 年 来 ， 同 等 
价格 计算 机 的 计算 能 力 增 长 了 10 000 倍 )， 可 持续 运行 数 年 之 后 ， 仍 未 
能 从 196 找 出 回 文 数 。 “196 的 计 工 ”详细 介绍 了 众人 为 了 计算 196 是 
个 能 得 到 回 文 效 而 做 出 的 超人 努力 。 
我 们 先 试 着 提出 一 个 猜想 : 
必然 回 文 数 狂想 
任何 整数 经 过 重复 倒置 相 加 运算 都 能 产生 一 个 回 文 数 。 


同时 ， 关 于 196 的 经 验 有 理由 让 人 相信 : 它 构成 了 一 个 反例 。 于 是 
人 们 提出 了 另 一 个 猜想 : 





196 无 限 变化 猜想 
对 数字 196 进行 倒置 相 加 运算 永远 不 会 产生 回 文 数 。 

两 个 猜想 之 中 最 多 只 能 有 一 个 成 立 。 知 196 能 得 出 回 文 数 ， 而 另 一 
个 不 同 的 数字 却 永远 不 能 得 出 回 文 数 ， 那 么 两 个 猜想 都 不 能 成 立 。 

这 个 问题 引出 了 著名 的 氢 拉 十 猜想 ， 也 叫 作 考 拉 兹 问题 ， 至 今 一 直 
未 得 到 解答 。 在 这 个 猜想 中 ，N 知 为 偶数 就 除 以 2， 知 为 奇数 就 替换 成 
3N+1。 这 样 数字 5 就 依次 变 成 16、8、4、2、1。 是 否 所 有 的 V 都 最 终 
得 到 1? 对 直到 1.25 x 2”=5.76 x 10 的 所 有 整数 NW, 该 结果 都 已 被 证 实 ， 
这 是 葡萄 牙 阿 威 罗 大 学 的 托马斯 ， RAAE e YE - 席 尔 瓦 在 2011 年 11 
月 创造 的 纪录 。 总 能 得 到 1 的 论断 就 是 叙 拉 古 猜 想 ， 这 是 数学 爱好 者 以 
及 某 些 专业 人 士 最 青睐 的 研究 主题 。 

对 于 叙 拉 古 猜 想 ， 固 执 的 程序 员 和 希望 找到 引发 循环 的 初始 数字 N: 
几 步 计算 之 后 将 重新 得 到 NW。 这 样 的 计算 可 以 否定 叙 拉 古 猜 想 ， 计 算 的 
作者 也 能 一 夜 成 名 ! 用 倒置 相 加 迭代 不 可 能 出 现 这 样 的 循环 ， 因 为 生成 
的 数列 是 递增 的 。 

在 倒置 相 加 迭代 问题 里 ， 数 学 爱好 者 通过 持续 计算 来 寻找 回 文 数 ， 
或 许 能 够 对 196 无 限 变化 猜想 做 出 判断 〈 只 要 能 计算 得 出 回 文 数 )， 而 
程序 员 却 对 解答 必然 回 文 数 猜 想 不 抱 任何 希望 (与 叙 拉 古 猜 想 的 情况 相 
E ),。 即使 从 196 得 到 回 文 数 ,也 并 不 能 就 此 说 明 其 他 无 穷 多 数字 的 情况 ， 
没有 任何 计算 能 够 明确 断定 其 他 数字 也 都 能 得 出 回 文 数 。 
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3.196 的 计算 000000000 

寻找 196 回 文 数 的 慢 长 旅程 中 有 几 位 英雄 ， 他 们 的 名 字 只 会 被 本 谜 题 
的 热情 爱好 者 们 所 铭记 。 参 见 http://www.jasondoucette.com/worldrecords. 
html#196, 

19874E8 H , £458 - 沃克 用 一 台 Sun 3/260 计 算 机 寻找 196 可 能 产生 的 回 文 
数 。 他 用 C 语 言 号 的 程序 会 在 计算 机 空闲 时 运行 。 关 机 时 程序 会 记 下 当前 位 
置 ， 以 便 在 下 一 次 开机 时 继续 运算 。 计 算 机 就 这 样 运行 了 三 年 ， 并 在 1990 
年 5 月 24 日 达到 了 程序 员 所 指定 的 项 ， 消 息 提示 在 2 415 8360881 08. Si 
果 已 达到 了 一 百 万 位 的 数字 ， 却 没有 发 现任 何 回 文 数 。 沃 克 将 其 终止 点 的 
详细 信息 发 布 到 了 互联 网 上 ， 邀 请 其 他 程序 员 继 续 寻 找 一 百 万 位 数字 之 后 
的 结果 。 

1995 年 ， 带 姆 . 埃 尔 文 接受 了 挑战 ， 使 用 强大 的 计算 机 经 过 三 个 月 的 计 
算 将 纪录 刷新 到 两 百 万 位 数字 。 

继而 在 2000 年 5 月 ， 杰 和 森 : 杜 塞 特 的 计算 达到 了 一 千 两 百 五 十 万 位 数字 。 

xn. BOE 18 - E T DOCK HITESETEBIREHEHNURBICUERSERFE , VASE. 
快 的 速度 进展 下 去 。 他 在 2006 年 5 月 将 结果 从 一 千 两 百 五 十 万 位 数字 提高 到 
三 亿 位 数字 的 整数 ， 但 依然 没有 发 现 回 文 数 。2011 年 10 月 2 日 ,法国 雷 恩 的 
罗曼 :多 尔 博 经 过 十 亿 次 迭代 计算 达到 四 亿 一 千 三 百 万 位 数 的 数字 …… Ap 
始终 未 能 发 现 回 文 数 。 























计算 的 不 足 之 处 


为 了 解答 必然 回 文 数 猜想 ， 需 要 用 到 数学 推理 。 与 此 同时 ， 那 些 
我 们 暂时 忽略 其 倒置 相 加 运算 是 否 产生 回 文 数 的 数字 被 称 为 利克 瑞 尔 
(Lychrel ) 数 。 这 个 名 字 的 由 来 不 得 而 知 ， 但 可 能 与 包含 相同 字母 的 人 
/ “Cheryll” HÆ. 

利克 瑞 尔 数列 是 内 尔 ' 斯 隆 数 列 百科 (http:/oeis.org ) 中 的 
A023108 号 数列。 前 40 项 如 下 : 196. 295, 394, 493, 592, 689, 
691, 788, 790, 879, 887, 978, 986, 1495, 1497, 1585, 1587, 
1675, 1677, 1765, 1767, 1855, 1857, 1945, 1947, 1997, 2494, 
2496, 2584, 2586, 2674. 2676, 2764, 2766, 2854, 2856, 2944, 
2946. 2996, 3493, 


这 个 数列 与 斯 隆 数列 百科 中 的 其 他 数列 不 同 : 它 并 不 确定 ， 随 时 有 
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可 能 被 更 改 。 其 实 是 某 些 数字 ， 比 如 196， 在 计算 得 到 回 文 数 后 有 可 能 
被 去 除 。 更 糟 的 情况 , 奋 必 然 回 文 数 猜想 成 立 ， 每 一 个 数字 都 会 被 去 除 ， 
最 终 利克 瑞 尔 数列 就 将 为 空 ! 

计算 尽管 无 法 解答 必然 回 文 数 猜想 ， 但 对 于 提出 能 够 求解 的 简单 推 
理 还 是 有 帮助 的 。 二 进 制 的 情况 就 是 完美 的 例证 , 借助 引导 推理 的 计算 ， 
这 个 猜想 在 二 进 制 下 已 经 被 否定 (参见 “二 进 制 下 猜想 不 成 立 ”)。 

从 二 进 制 下 写 为 10110 的 入 =22 开始 , 我 们 只 需 稍 加 注意 就 会 发 现 ， 
所 得 数列 具有 简单 的 规律 性 : 每 四 次 迭代 ， 各 位 数字 的 排列 就 会 重复 出 
现 。 数 学 家 发 现 这 个 规律 性 之 后 ， 轻 松 给 出 了 证 明 。 既 然 二 进 制 下 我 们 
能 证 明 N=22 永远 无 法 产生 回 文 数 ， 回 文 数 猜 想 在 二 进 制 下 必然 就 不 成 
立 。 找 到 一 个 初始 数字 ， 并 通过 推理 证 明 它 无 法 产生 回 文 数 。 如 今 ， 通 
过 这 一 方法 已 经 解答 的 仅 有 2 (C0), 11, 17, 20 和 26 进 制 问题 ， 而 
每 一 次 都 得 到 了 和 否定 结论 。 

已 解答 的 情况 对 十 进 制 并 无 帮助 。 于 是 ， 数 学 爱好 者 们 对 倒置 相 加 
运算 开展 了 详细 研究 ， 期 竺 更 好 地 了 解 真 相 ， 并 找 出 特殊 性 质 ， 从 而 解 
答 必 然 回 文 数 猜想 和 数字 196 的 变化 情况 。 

系统 性 地 探索 十 亿 个 数字 后 ， 人 们 已 经 得 出 了 数 千 个 利克 瑞 尔 数 。 
这 些 寻 找 方法 的 原理 就 是 : 固定 一 个 一 般 很 小 的 界限 M， 再 来 进行 M 
次 倒置 相 加 运算 ,然后 暂时 认为 厂 必 步 之 后 得 不 出 回 文 数 束 永远 得 不 出 ， 
于 是 推断 初始 整数 入 很 可 能 就 是 一 个 利克 瑞 尔 数 。 























4. 二 进 制 下 猜想 不 成 立 
二 进 制 的 情况 说明 ， 我 们 不 该 对 在 十 进 制 下 通过 推理 解答 失去 硕 望 。 
数字 22 在 二 进 制 下 写作 10110， 倒 置 相 加 得 到 : 


10110 
十 01101 
100011 


重复 计算 ， 得 出 的 结果 数列 如 下 : 
10110 

100011 

1010100 

1101001 
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10110100 

11100001 
101101000 
110010101 
1011101000 
1101000101 
10111010000 
11000101101 
101111010000 
110010001101 
1011110100000 
1100001011101 
10111110100000 
11000100011101 
101111101000000 
110000010111101 
1011111101000000 
1100001000111101 
10111111010000000 
11000000101111101 
101111111010000000 





我 们 注意 到 ， 每 四 步 就 重复 出 现 一 个 数字 排列 ， 因 此 很 容易 证 明 如 采 
下 
加 计算 的 结果 数列 里 不 包含 任何 回 文 数 。 





大 卫 … 席 尔 的 类 似 推 理 也 以 同样 方式 得 出 在 2 (i > 0) 、11、17、20 和 26 
进 制 下 不 包含 回 文 数 的 无 限 数 列 。 参 见 : http:/www.mathpages.com/home/ 
dseal.htm。 








利克 瑞 尔 数 的 寻找 与 计数 


“利克 瑞 尔 数 比 例 ” 的 网 表 表 明 ，1 位 数 、2 位 数 、3 位 数 …… 18 
位 数 的 整数 NN 在 一 定数 量 的 迭代 之 后 都 没有 产生 回 文 数 的 百分比 ， 我 
们 (暂时 ) 将 它们 看 做 利克 瑞 尔 数 〈 参 见 http://www.jasondoucette.com/ 
worldrecords.html ). 
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这 些 网 表 是 否 能 对 必然 回 文 数 猜 想 提 出 足够 严谨 的 预测 ”从 196 JF 
始 经 过 数 亿 次 计算 仍然 没有 产生 回 文 数 ， 这 一 事实 是 否 可 以 说 明 196 永 
远 不 会 产生 回 文 数 呢 ? 我 们 倾 问 于 回答 : 是 ! 然而 面 对 剩 下 的 无 穷 次 迭 
代 ， 完 成 一 次 计算 又 显得 那么 微不足道 。 人 们 很 难 承 认 回 文 数 就 此 不 会 
出 现 ， 在 剩 下 的 无 限 计算 中 ， 很 难说 这 不 大 可 能 。 对 196 无 法 下 结论， 
这 种 情况 当然 也 会 延伸 至 目前 尚未 产生 回 文 数 的 所 有 数字 。 于 是 ， 尽 管 
表面 上 利克 瑞 尔 数 的 比例 规则 且 明 显 增加 ， 也 不 能 “严谨 地 ” 叮 言 回 文 
数 猜想 “大 概 不 成 立 ”。 

有 人 开展 了 一 系列 倒置 相 加 的 补充 计算 ， 来 确定 要 达到 回 文 数 所 需 
的 最 大 迭代 次 数 。 之 前 看 过 的 数字 89 是 个 特例 ， 在 所 有 小 于 10000 H. 
被 证 明 能 够 产生 回 文 数 的 数字 中 ，89 是 产生 回 文 数 最 慢 的 数字 (24 步 
计算 )。 

“利克 斯 尔 数 比例 ”右边 的 表格 给 出 了 至 今 已 若 最 长 时 间 ， 以 及 拥 
有 该 纪录 的 数字 ， 依 次 按照 2 位 数 整数 、3 位 数 整数 等 等 排列 〈 参见 
http://www.jasondoucette.com/pal/89 )。 对 19 位 数 整 数 的 计算 尚未 完成 ， 
还 在 等 符 一 位 智 芒 与 耐心 兼备 的 程序 员 来 接受 挑战 。 

Aui [HIR vg ^R ACA] — FRE, XX ehe 1 B EIE: 人 们 依然 可 以 
想象 ， 对 196 持续 计算 能 够 产生 一 个 回 文 数 ， 这 将 会 使 196 超过 现今 所 
有 已 知 结果 ， 成 为 新 纪 录 。 我 们 注音 到， 表格 中 达到 回 文 数 之 前 的 计算 
过 程 都 不 长 。 经 过 数 干 小 时 的 计算 ， 目 前 的 最 高 纪录 也 不 过 261 步 。 计 
算 时 间 越 长 , 所 处 理 的 数字 越 大 , 计算 出 的 结果 是 回 文 数 的 可 能 性 越 小 。 
表格 “试验 性 地 ”指出 ， 回 文 数 如 采 不 能 尽快 出 现 ， 就 很 有 可 能 压根 再 
也 不 会 出 现 了 。 

我 们 现在 是 否 应 该 给 出 必然 回 文 数 猜想 “大 概 不 成 立 ” 的 结论 呢 ? 
我 不 确定 ， 还 是 出 于 同样 的 基本 原因 : 即便 几率 已 经 很 小 ， 而 且 还 在 继 
续 减 小 ， 无 限 次 地 进行 答 试 仍 有 可 能 提高 成 功 的 几率 ， 甚 至 确定 成 功 。 
我 知道 ， 如 果 我 长 时 间 撕 人 硬币， 总 能 得 到 100 次 反面 。 

让 我 们 将 乐趣 留 给 热衷 于 此 的 爱好 者 ， 用 最 新 的 计算 机 和 演算 方法 
进行 分 布 式 计算 ， 将 帮助 他 们 满足 目 己 的 好 奇 心 、 继 续 这 项 略 显 不 理性 
的 研究 。 现 在， 我 们 来 看 看 一 系列 通过 计算 机 发 现 的 新 奇 猜 想 。 这 些 猜 
想 和 质数 有 关 ， 早 已 激 起 了 人 们 强烈 的 好 奇 。 
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数字 ， 人 
位 数 ; ERARE | RA 

局 [| 
2 89 24 
3 187 23 
E 4 1297 21 
0| 53 5 10911 55 
EY 6 ' 150296 ! 64 
RA 2?! 9008299 ! 96 
长 8 ! 10309988 ! 95 
A0| E 9 | 140669390 ! 98 
IR 10 ' 1005499526 ! 109 
T 11 ' 10087799570 ' 149 
12 ! 100001987765 ! 143 
13 ! 1600005969190 ! 188 
en 14 : 14104229999995 | 182 
15 ' 100120849299260 ^ ! 201 
16  ' 1030020097997900  ! 197 
n 17 | 10442000392399960 ' 236 
18 i 170500000303619996 ' 228 
a €: X P3122 PO c EX ms 19 | 1186060307891929990 ' 261 

字 位 数 | 





按照 检测 数字 的 位 数列 出 的 利克 瑞 尔 数 比例 〈 左 ) 以 及 厂 能 产生 回 文 数 ， 
之 前 所 需 迭 代 最 大 次 数 的 纪录 ， 也 按照 数字 位 数列 出 CA )。 


质数 数列 


很 多 公式 都 可 以 计算 得 出 质数 ,或 是 部 分 质数 (公式 可 以 产生 质数 ， 
却 不 能 生成 所 有 质数 )， 或 是 全 部 质数 ， 结 果 按 照 升序 排列 也 未 尝 不 可 。 
米 纳 克 的 公式 有 些 复杂 , 却 因为 能 准确 给 出 第 nn 个 质数 p(n) 而 值得 称道 。 

记号 [x] 表示 x 的 整数 部 分 ,[7.321]=7。 于 是 我 们 有 p(1) =2,p(2)=3， 
p(3)=5, p(4)=7, p(5)= 11, p(6)= 13, p(7) = 17， 等 等 。 

X Fn l 


po) =1+ X [ges eh 


遗憾 的 是 ， 计 算 过 程 依赖 于 重要 的 中 间 计 算 步 纤 ， 这 样 的 公式 虽然 
出 色 ， 在 实际 应 用 中 却 坚 无 用 处 ， 在 较 大 质数 的 计算 中 很 难 起 到 帮助 作 
用 。 态 外 ,这样 的 公式 过 于 矫 探 造作 ， 隐 藏 了 本 可 以 不 用 公式 而 二 接 通 
过 简单 、 有 效 的 编程 即 可 实现 的 质数 计算 算法 。 


于 是 在 2003 年 ， 当 伊利 诡 伊 大 学 的 马 特 ' 弗兰克 发 现 了 一 种 简单 、 
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卓然 的 方法 ， 能 够 给 出 大 概 所 有 质数 时 ， 他 号 边 的 整个 数学 研究 团队 部 
感到 万 分 慨 讶 。 傅 助 计算 机 探索 多 少 有 些 随 机 的 简单 公式 ， 弗 兰 殉 的 迭 
代 方 法 展示 出 了 神奇 的 力量 : 


A1)=7,An)=f(n—1)+pgcd(n, An — 1)) 
我 们 回顾 一 下 ，a b 两 个 数字 最 大 公约 数 ( pgcd ) 可 以 通过 下 面 
的 欧 几 里 得 算法 快速 获得 。 
以 a-120, b-42 为 例 : 
口 120 除 以 42: 120=42 x 2436; 
Q 42 除 以 (余数 ) 36: 42=1 x 36+6; 
口 36 KLI 6: 36=6 x 6*0, 


最 后 一 个 非 零 余 数 6 就 是 120 和 42 的 最 大 公约 数 。 我 们 很 容易 验 
证 6 的 确 是 120 和 42 的 公约 数 ， 并 且 是 最 大 的 公约 数 。 

我 们 也 可 以 用 两 个 数字 的 质 因 数 分 解 ( 120=2 .3.5，42=2.3.7 )， 取 
每 个 指数 项 的 最 小 项 得 出 两 者 最 大 公约 数 ( 2x3), 但 这 样 算 没 有 欧 几 
里 得 算法 快 。 

弗兰克 的 迭代 数列 fin) 逐步 递增 : fQ2)-7- pgcd(2, 7)= 8; hl3)=8 
+ pgcd(3, 8) = 9; f4)= 9 + pgcd(4, 9)= 10; f(5) = 10 + pged(5, 10) = 15; 
依次 类 推 。 

观察 连续 两 项 之 差 fin)-fin-l1)-pged(n, fn-1)) 会 发 现 十 分 有 趣 的 结 
末 。 结 果 稼 稼 是 1， 很 少 有 其 他 数字 。 这 些 差 值 构成 了 斯 隆 数列 百科 中 
的 第 A132199 数列 ， 依 次 是 : 
1,1,1,5,3,1,1,1,1,11,3,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1,1,1,23,3, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 1, 1,1, 
1,1, 1, 1, 1], ,, 1], 1, 1,1,1,1,47,3,1,5,3,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1,1, 1, 
LLL, LLL] L1] 5 1], 5, 1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1, 
1,1,1,101,3,1,1,7,1,1,1,1,11,3,1,1,1,1,1,13,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 
1,1, LL] ], LLL, 1], 1] 1], 1, 15, 5, 1], 1] 1, 15, 5, 1, 1], 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 
LLL LLL] L1] 51], 5 1], 51, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 
11,1, 1,1, 11,1, 1, 1, 1, 1, 1 1, 1, 15, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 
1,1, 1,1,1,1,1,1,1,1,233,3,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1,1, 1, 
13. 1: 1-13. T: ELL L T3 1:2 T3 1:0] T T1404 dT. 
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1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,467,3,1,5,3,1,1,1,1, 
DL LITE ll Ll Ll Ll Ld ls Ll le 


差 值 知 不 是 1， 就 是 一 个 质数 ! 去 掉 1 的 计算 结果 就 给 出 了 斯 隆 的 
A13761 数列 ， 仅 包含 质数 : 
5. 3, 11, 3, 23, 3, 47, 3, 5, 3, 101, 3, 7, 11, 3, 13, 233, 3, 467, 3, 5, 3, 941, 3, 
7, 1889, 3, 3779, 3, 7559, 3, 13, 15 131, 3, 53, 3, 7, 30 323, 3, 60 647, 3, 5, 
3, 101, 3, 121 403, 3, 242 807, 3, 5, 3, 19, 7, 5, 3, 47, 3, 37, 5, 3, 17, 3, 199, 
53, 3, 29, 3, 486 041, 3, 7, 421, 23, 3, 972 533, 3, 577, 7, 1 945 649, 3, 163, 
7, 3 891 467, 3, 5, 3, 127, 443, 3, 31, 7 783 541, 3, 7, 15 567 089, 3, 19, 29, 
3, 5323, 7, 5, 3, 31 139 561, 3, 41, 3, 5, 3, 62 279 171, 3, 7, 83, 3, 19, 29, 3, 
1103, 3, 5, 3, 13, 7, 124 559 609, 3, 107, 3, 911, 3, 249 120 239, 3, 11, 3, 7, 
61, 37, 179, 3, 31, 19 051, 7, 3793, 23, 3, 5, 3, 6257, 3, 43, 11, 3, 13, 5, 3, 
739, 37, 5, 3, 498 270 791, 3, 19, 11, 3, 41, 3, 5, 3, 996 541 661, 3, 7, 37, 5, 
3, 67, 1 993 083 437, 3, 5, 3, 82, 3, 5, 3, 73, 157, 7, 5, 3, 13, 3 986 167 223, 
3. 7, 73, 5, 3, 7,37, 7,11, 3,13, 17, 3,…: 

持续 的 计算 证 实 了 在 去 掉 1 的 数列 中 只 有 质数 。 于 是 ， 我 们 就 有 了 
一 个 简单 而 又 出 人 意料 的 方法 来 生成 一 个 质数 列 ， 其 中 很 快 会 出 现 一 些 
较 大 的 质数 。 这 项 结论 引出 了 : 


数列 Xp)-Xn-1) 仅 包 含 1 和 质数 。 


所 有 的 质数 ? 


2008 年 1 月 ， 这 个 公式 和 猜想 发 现 五 年 之 后 ， 美 国 罗 格 斯 大 学 数 
学 系 的 埃 里 元 . 罗兰 将 其 证 明 。 马 特 ' 弗 兰 克 猜想 变 成 了 埃 里 死 ' 罗兰 
定理 。 罗 兰 还 成 功 前 释 了 如 有 条 不 从 AD=7 开始 的 情况 。 在 一 段 时 间 六 ， 
我 们 可 能 不 会 仅 碰 到 1 和 质数 ,而 是 存在 一 个 点 ( 取决 于 代 符 7 的 数值 )， 
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在 其 后 只 出 现 1 和 质数 。 

弗兰克 的 质数 研 究 显 示 了 只 要 等 竺 足够 长 的 时 间 ， 似 乎 除了 2 以 外 
的 所 有 质数 部 会 出 现 。 该 方法 给 出 的 前 1000 个 质数 中 ， 除 了 2 ZA NR 
失 的 最 小 质数 是 191。 除 了 2 以 外 ， 该 狂想 可 以 得 到 所 有 质数 的 论断 疝 
未 被 证 明 ， 这 改 怕 会 成 为 比 第 一 个 更 难 证 明 的 猜想 。 

JR E sec m 518 
除了 2， 所 有 质数 都 会 在 数列 f(n)-fn-1) PEI. 

5E 9p 25 ve OUR Ax. THAT PG ME IE 2008 年 提出 并 人 研究 了 其 
他 一 些 数 列 。 看 吧 ， 计算 爱好 者 们 有 的 忙 了 : 试 着 推翻 这 些 猜 想 ， 并 顺 
着 弗兰克 揭 开 的 灵感 源 果 提出 新 的 猜想 。 旧 的 猜想 还 等 待 证明， 新 的 猜 
想 又 将 出 现 ， 数 学 家 们 必须 赶 骏 春 于 寻找 这 些 猜 想 的 证 明 方法 了 ! 

人 脑 与 计算 机 携手 探 寺 算术 奥秘 呈现 出 新 的 合作 形态 ， 奢 能 就 此 更 
好 地 解答 菜 些 旧 问 题 , 届时 , 更 多 尚未 被 证 明 的 轩 新 问题 一 一 更 多 猜想 ， 
便 会 应 运 而 生 。 























6. (HESSE, * 克 鲁 瓦特 数列 
Be PL: yEERBELDTRSEHCRRC S I3xXAXXgHAR. WrS—T3 








代 : g(1)= 1, g(n)= g(n-1) + ppem(n, g(n 一 1))， 其 中 ppcem(a, 已 表示 ac 和 2 的 最 
小 公 倍 数 ， 可 以 通过 公式 从 最 大 公约 数 ( pgcd ) 算出 : ppem(a, b)-ab/pgcd(a, 
b)。 这 个 公式 用 质 因数 分 解 很 容易 证 明 。 该 数列 的 前 几 项 是 : 1, 3, 6, 18, 108, 
216, 1728, 3456, 6912, 41 472, 497 664, 995 328, 13 934 592, 27 869 184, … 

^-a(n) ^ [g(nyg(n — D] - 1, £582, 1,2, 5, 1, 7, 1, 1, 5, 11, 1, 13, 1, 5, 1, 17, 
1,19,1,1, 11,23,1,5,13, 1, 1, 29,-- 

如 同 弗 兰 克 迭代 的 情况 ， 这 个 数列 是 否 只 有 1 和 质数 ， 还 有 待 严格 证 
明 。 数 字 3 从 来 不 曾 出 现 ， 似 乎 是 唯一 的 缺失 。 克 和 鲁 瓦 特 正在 探索 一 些 更 严 
ERR 

克 鲁 瓦特 的 另 一 个 同类 从 代 也 很 有 趣 ， 也 更 加 让 人 困惑 : A1) = 1, An) 
— 2h(n — 1) + ppem(n, A(n 一 1))。 

4b(n) = [h(n*1y/h(n)] — 2 = ppem(A(n), nyh(n), 1&3]2, 3, 1, 1, 1, 7, 2, 1, 
liti ob 25 Tre E 2 hb 22 oe d te O UE TS 2 1009 ET 26 Te 7 
1,1,41,7, 1, 

S00 42,3, 7,2, 11, 7, 17, 7, 11, 23, 7, 29, 2, 11, 17, 7, 37, 41, 7, 11, 
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23, 47, 17, 53, 29, 59, 67,17, --- 

X—É FUB BUS TEEERUPEIR IB, KTR ROBUR EFE 
—TOUX, XCEArSEE. BDRMUAHVECE3I, JÉTEOENUR (29, 31) H9*8 
—T3OUR 





一 个 有 关 质 数列 的 最 新 发 现 颇 值得 一 提 。 长 期 以 来 未 被 证 明 的 普罗 特 - 
吉尔 布雷 斯 猜想 指出 ， 当 我 们 画 出 下 面 的 表 时 ， (除了 第 一 行 ) 每 行 的 第 
T 

我 们 在 表 的 第 一 行 写 下 质数 列 ， 然 后 第 N 行 的 计算 就 是 对 n-1 行 的 相 邻 
两 项 做 差 ， 不 考虑 符号 : 





人 们 不 断 对 普罗 特 一 吉尔 布雷 斯 猜想 进行 深入 人 研究， 在 1993 年 ， 安 德 
f. 奥 德 里 克 验 证 了 前 3 x107, 真是 了 不 起 ! 

约瑟夫 ' 佩 用 同样 的 思路 ， 在 第 一 行 写 了 质数 的 平方 。 

他 观察 到 在 每 一 行 的 第 一 项 中 ， 质 数 远 多 于 合 数 。 





4 9 25 49 121 169 289 361 529 841 961.. 
55916024 ya 48 71201172 168 S12 IZO 
11.8 48 24 72 48 96 144 192.. 

3 40 24 48 24 48 48 48.. 
37 1624 24 24 0 0.. 
21 S 0 0 24 0.. 





于 是 他 猜想 : “表格 每 一 行 的 第 一 项 是 质数 的 概率 大 于 二 分 之 一 ” ; 
准确 地 说 : “考虑 前 N 行 开头 的 数字 ， 质 数 的 数量 总 是 大 于 合 数 数量 。 ” 
比如 ， 我 们 可 以 验证 前 1000 行 中 有 897 行 的 开头 是 质数 。 其 他 检测 也 证 实 
了 该 猜想 ， 但 目前 ， 这 个 猜想 比 襄 尔 布雷 斯 猜想 好 不 了 多 少 ， 也 没有 得 到 
证 明 。 
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专业 人士 和 业余 爱好 者 对 数字 游戏 之 美 看 法 不 一 ， 但 
是 ， 数 学 游戏 确实 造 束 了 不 少 难 题 ， 有 些 游戏 的 难度 不 亚 
于 权威 机 构 的 严肃 猜想 。 


数学 家 们 很 重视 质数 (只 有 1 及 其 本 身 两 个 因数 ， 如 13 或 19)、 
完全 数 ( 等 于 自身 因数 之 和 ， 如 6=1+2+3 或 28=1+2+4+7+14 )、 两 个 数 
字 的 平方 和 ， 以 及 其 他 一 些 数 字 。 数 百年 甚至 数 千 年 以 来 ， 这 些 数字 因 
其 简单 的 数值 或 组 合 特性 而 备 受 关注 , 不 但 自身 已 被 打上 了 贯 族 的 标签 ， 
围绕 这 些 数 字 的 人 研究 也 颇 受 众人 推 尝 。 然 而 ， 其 他 类 别 的 整数 ， 可 能 仪 
仅 因 其 定义 的 数值 或 组 合 特性 才刚 刚 被 发 现 , 莞 遭 到 数学 家 们 哄 之 以 蜡 。 
我 们 将 把 这 一 革 厄 献 给 其 中 几 个 “里 份 低微 ”的 数字 。 

MAR, XAA o 傅 利 曼 才 提 出 并 人 研究 了 傅 利 曼 数 一 一 能 够 
仅 用 其 所 包含 的 数字 通过 加 (+) 减 (-) 乘 (x) 除 (= 0 和 乘 
F(x) 五 种 运算 得 出 自身 结果 的 整数 。 例 如 25=5?、289=(8+9)》、37 
668=6 x 73 x 86, 6455-(6—5) x 5、43 691-4"/6-1/3, 


这 里 列 出 的 第 四 个 数字 还 具有 一 个 特性 ， 运 算 表 达 式 中 各 个 数 的 顺 
序 和 在 原 数字 中 的 顺序 相同 : 这 样 的 数字 被 叫 作 “好 ” 傅 利 曼 数 ( 这 个 
想法 来 自 迈 克 … 瑞 德 )。 

当然 ， 这 两 个 定义 依赖 于 十 进 制 计数 。 我 们 将 其 推广 至 任意 进 制 ， 
PRN b xii] PES] E IURI b 进 制 下 的 好 侍 利 曼 数 。 

以 下 是 十 进 制 下 最 前 儿 个 倩 利 曼 数 : 23，121，125，126，127， 
128, 153, 216, 289, 343, 347, 625, 688, 736, 1022, 1024, 1206, 
1255, 1260, 1285, 1296, 1395, 1435, 1503, 1530, 1792, 1827, 
2048,2187,2349--- (参见 “前 几 个 侍 利 曼 数 ”或 艾 利 希 * 侍 利 曼 的 网 站 )。 
找 出 一 项 公式 , 判断 一 个 数字 是 否 属 于 傅 利 曼 数 , 这 本 里 就 是 一 个 游戏 。 
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4 吸血 鬼 长 得 酷似 人 类 ， 却 隐居 在 几 人 
之 中 。 在 数字 世界 里 ， 人 们 用 “吸血 鬼 ” 
比喻 如 2187 这 样 的 数字 ，27 和 81 就 像 
是 它 的 父母 ， 相 乘 便 得 到 吸血 鬼 数 
27x81-2187, XEK ni Và TH TEL HERA TE 
我 们 的 数字 系统 中 , 仅 有 少数 几 个 被 发 现 。 

本 页 插画 是 画家 及 作家 尼 尔 : 盖 曼 的 
| i 





我 们 可 以 在 纸 上 演 算 ， 也 可 以 编 一 个 程序 把 任务 交 给 计算 机 。 右 想 将 所 
有 便利 受 数 列 出 ， 没 有 计算 机 是 不 行 的 ! 

围绕 侍 利 曼 数 产生 了 各 种 各 样 的 问题 ， 爱 好 者 们 组 成 了 一 个 小 社 群 
来 破解 谜 懒 ， 期 间 不 乏 遭 遇 种 种 困难 。 











2. 前 几 个 传 利 曼 数 


这 里 给 出 了 这 些 数字 的 代数 计算 式 〈 更 多 细节 参见 http:/www.stet- 
son.edu/-efriedma/mathmagic/0800.html ) 。 红 色 是 好 倩 利 曼 数 ， 其 各 位 
数字 顺序 在 计算 式 中 得 以 保持 。 


25 cz 5 12121? 125 95! 5$ 126= 6x21 |127 =-1 +7’ 128 = 2**! 


1532 3x51 216-60 *! :288— (849)? 343-(30-4p 347-P-4 625 = 587? 





1539:—350510115]/792:— 9/502: 0182712150871 2048 — 3:20:01] ]8 7: —3102:1)]9)1062349.—290094 


2500 = 50? + 0 | 2501 = 50? + 1/2502 = 2 + 50?| 2503 = 50? + 3 2504 = 50? + 412505 = 50? + 5 








泛 数字 数 及 单一 重复 数 


使 用 一 次 且 仅 使 用 一 次 所 有 非 零 数 的 数字 是 很 有 意义 的 (尽管 数 
量 有 限 ! )， 我 们 时 党 将 其 称 为 泛 数 字数 。 当 然 ， 最 简单 的 就 是 123 456 
789 和 987 654 321。 其 中 哪些 是 傅 利 曼 数 呢 ? 菲利普 方 达 内 什 和 艾 
Td - 傅 利 曼 指出 ， 这 两 个 最 简单 的 泛 数字 数 都 是 傅 利 曼 数 : 123 45 
6 789=((86+2 x 7y -91y/3*, 987 654 321=(8 x (97+6/2)+1)3”。 我 们 还 已 
知 几 十 个 其 他 例子 。 是 否 也 有 好 傅 利 曼 数 呢 ? 傅 利 曼 给 出 了 肯定 回答 : 
268 435 179=_268+4 '**51)_9, 

重复 同一 个 数 的 数字 ， 比 如 5555， 能 否 得 到 一 个 傅 利 曼 数 ( 显然 ， 
如 果 可 以 ， 必 定 是 一 个 好 傅 利 曼 数 ) ? 方 达 内 什 给 出 了 肯定 答案 ， 并 指 
出 其 中 最 小 的 是 99 999 999， 等 于 (9-9/9y7^-9/9, 我们 再 给 出 几 个 这 类 
数字 : 


11111111111=(Q1=1) -IxDlI-I-D; 
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20212. 5 


222222222202022-Q(Q2-2)2y ^-2yQ42Dy ; 

333333333-((3 x 343/3) ^ 3/3)/3 ; 

444444444444444-(4(44/4-A/Ay' " ^" 4)/(4--4-4/4) ; 

5555555555-(5(5--5) ^ —5)/(5--5—5/5); 6666666666666666-(6((66— 
6)/6) 6999 6)/ 

(6+(6+6+6)/6); 77777777777777=(7((77-7y7T) 1 1-T) Hy) ; 

888888888888888-(8((88—8)/8) * 695. 8/(8-8/8). 

更 加 有 趣 的 是 ， 布 兰 达 姆 . 欧文 证 明了 这 样 的 数字 有 无 穷 多 个 ， 也 
同时 证 明了 健 利 曼 数 和 好 傅 利 曼 数 也 有 无 穷 多 个 。 

这 个 巧妙 的 证 明 方法 建立 在 一 个 奇怪 的 等 式 之 上 : 

















— ala 





A (a +a +... + aya 
aaaad...a = | 


axa x ((e-2) 


(aa — a — a) a 
A= (G+ a+a+a+ aya \ er ala 


式 子 左边 的 数字 由 nn 个 4 构成, n2 24. 


等 式 右边 指数 上 的 表达 式 a+a+…+a 表示 (n-24) 个 wa&， 再 加 上 另外 
出 现 的 24 个 4a, 总 共 正 好 是 于 次 重复 的 a: 等 号 两 边 的 确 有 相同 数目 的 ao 

我 们 要 仔细 计算 来 证 明 这 个 等 式 : 

A-((5ayay""—a/a-5/-1-24, a xal(aa-a-a)-a/9, (a-a4----aya-n-24, 
A+(atat…+a)/a=n,(aa-a)/a=10。10 WRA 1 等 于 999…9( 包含 n 个 9)， 
与 alo 分 母 上 的 9 约 分 留 下 ax111…1 (包含 n 个 1)， 即 aaa…a (包含 
n 个 a )， 这 就 是 我 们 想 要 的 结果 。 下 面 这 个 例子 就 是 等 号 两 边 各 有 25 个 
TREA: TTTTTTTVVTTTTTVTTTTTTTT Q1 XT (TT 9P— 
7/7)， 其 中 4=((7+7+7+7+7JT) -717。 

这 个 了 不 起 的 等 式 对 所 有 n > 24 的 情况 都 成 立 ， 量 在 任意 5 进 制 
计数 (b>1 ) 下 也 成 立 。 欧 文 的 公式 证 明了 在 任意 5 进 制 计数 下 存在 无 
穷 多 个 傅 利 曼 数 ( 以 及 无 穷 多 个 好 傅 利 曼 数 无 穷 多 个 单数 字 侍 利 曼 数 )。 
能 够 动手 算 或 用 计算 机 计算 是 不 错 ， 但 用 参数 和 技巧 推理 则 更 高 明 ! 

欧文 也 证 明了 傅 利 曼 数 不 会 越 来 越 少 ， 相 反 ， 质 数 会 随 着 整数 值 越 
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来 越 大 而 密度 趋 于 0， 因 为 根据 阿达 玛 和 德 . 拉 瓦 莱 普 森 在 01896 年 证 
HR RGE, n 附近 的 质数 密度 约 为 1/n(n)。 

我 们 已 经 知道 , 侍 利 曼 数 的 密度 至 少 是 1/105, 证 明 方 法 仍然 很 简单 。 
只 需 注 意 到 对 于 任意 数字 NN > 1: N12588304 = N x 10523548? (C 例如 
55 512 588 304 = 555 x 1043548? ), 

该 等 式 说 明 ， 超 过 3548 以 后 ,每 10 长 的 一 段 数字 里 就 至 少 有 一 
个 倩 利 曼 数 ， 换 名 话说 其 极限 密度 至 少 为 /10 。 





特性 与 猜想 


这 个 等 式 同时 指出 了 傅 利 曼 数 的 另 一 个 有 趣 特性 ， 对 于 任意 有 限 数 
字 排 列 cic…c， 存 在 一 个 以 cc…ce 开头 的 健 利 曼 数 。 伟 大 的 波兰 数 
^e ZZ FL UK FU - 谢 尔 宾 斯 基 (1882—1969) 在 1959 年 证 明了 一 个 关于 
质数 的 类 似 结论 : 对 于 任意 给 定 的 数字 排列 , 存在 一 个 以 此 开头 的 质数 。 
男 有 一 些 等 式 指 出 ， 健 利 曼 数 的 极限 密度 大 于 等 于 0.000011196, A] 
曼 认 为 可 以 再 改进 ， 并 提出 了 极限 密度 为 1 的 猜想 。 这 就 意味 着 ( 就 
像 合 数 的 情况 一 样 )， 所 取 的 数字 武大， 该 数字 就 越 有 可 能 是 傅 利 曼 数 ， 
概率 在 无 穷 处 变 成 100%。 谁 能 找 出 一 个 支撑 这 一 假设 的 等 式 ? 

3. 傅 利 曼 数 的 稀有 性 我 们 注意 到 ， 即 

小 于 100 000 的 傅 利 曼 数 有 837 个 。 我们 在 | 使 这 个 猫 想 成 立 ， 也 

图 中 的 横 坐 标 上 画 出 所 有 倩 利 曼 数 ， 纵 坐标 是 | 不 能 说 注定 找 不 到 任 
它们 的 数值 。 图 线 中 平坦 部 分 对 应 着 连续 的 传 | 意 大 却 不 是 傅 利 曼 数 
利 曼 数 ; 突然 跳跃 的 地 方 则 对 应 着 没有 倩 利 曼 | 的 数字 。 其 实 很 简单 ， 
数 的 区 域 。 为 对 于 nn 2 1，10" 
就 不 是 傅 利 曼 数 。 

对 于 确切 的 震 ， 
我 们 通过 试验 看 到 对 
Tn»9, 任意 2 形式 
的 数字 都 是 传 利 曼 数 。 
真 的 是 这 样 吗 ? ind 
有 简单 的 证 明 方法 ? 对 
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于 5 的 寡人 似乎 也 有 类 似 的 结果 。 最 终 ， 乌 尔 里 希 … 施 默 克 提 出 猜想 : 对 
于 任意 非 10" 形式 的 数学 k， 存 在 一 个 点 使 得 超过 这 一 点 的 所 及 形式 
的 数字 都 是 傅 利 曼 数 。 又 一 次 ， 我 们 需要 等 竺 证 明 的 出 现 。 

傅 利 受 质数 很 少见 。 最 小 的 十 个 数 是 : 127, 347, 2503, 12 101, 
12 107, 12109, 15629, 15 641, 15661 和 15 667。 罗 恩 . 卡 敏 斯 基 已 
经 证 明 传 利 曼 质数 尽管 少见 ， 其 数量 却 是 无 穷 的 。 卡 敏 斯 基 的 证 明 思 
源 自 古 斯 塔 夫 :… 狄 利克 雷 (1805 一 1859 ) 定理 ， 该 定理 指出 在 任意 算术 
级 数 antb P (n 从 0 到 无 穷 ， 且 a 与 5 无 公约 数 )， 都 能 找到 无 穷 多 个 质 
数 。 例 如 ， 按 照 该 定理 ，6n+1 或 12n+5 中 存在 无 穷 多 个 质数 。 

那么 算术 级 数 n1019 683=n x 10%+3°+0+0+0+0+0+0+0+0 的 所 有 
数字 都 是 傅 利 曼 数 。 因 此 : 44 400 000 000 019 683=444 x 10%+3°+0+0+ 
0+0+0+0+0+0。 由 于 10“ 与 19 683 没有 公约 数 , 其 中 就 有 无 穷 多 个 质数 ， 
即 无 穷 多 个 傅 利 曼 质 数 。 

傅 利 曼 还 提出 一 个 结论 : 我 们 可 以 找到 尽 可 能 长 的 连续 健 利 曼 数 列 
(请 自己 证 明 或 参见 其 网 页 )， 由 此 引发 另 一 个 推论 : 对 于 任意 有 限 数 字 
排列 cic…c:， 存 在 一 个 以 cic…ci 结尾 的 傅 利 曼 数 。 


在 特殊 的 傅 利 曼 数 中 ， 有 一 些 被 称 为 “吸血 鬼 数 "。 就 像 数字 
1260， 可 以 写成 两 个 一 半 长 度 的 数字 乘积 形式 ， 乘 积 的 因数 又 用 到 原来 
的 数字 : 1260=21 x 60。 因 数 (例子 中 的 21 和 60 ) MEEK "T ifi Ua 
独 牙 ”。 为 了 不 让 问题 变 得 过 于 简单 ， 我 们 不 考虑 两 个 狐 牙 数 由 一 系列 
零 结尾 的 情况 (126 000=210 x 600 不 构成 吸血 鬼 数 )。 
































4. 罗马 传 利 曼 数 
4 BRE PRXHARAEUER VE dü 
数 还 是 用 原来 的 表示 方法 。 














罗马 传 利 曼 数 
VIII = IV«II | XVIII = IV«II + X | XXVII = IX«(X/V - I) | XXVIII = IV«II + XX | 





XXXIII = XI«(X/X + II) | XXXVI = vro | XXXVII =IXx(X/V -D+ X | XXXVII = IV4II + XXX | 
XLIVzL-V-F | XIMI-L- V4 | XLVI=L-XV-1 | XLVII - IV « IL XL | 
XLIX = L- P* | IVIII- IV «Il «L | LXVIII = IV4II + LX | LXXV 2 LsXV/X | 
LXXVI=L: XV/X+I | LXXVII =L*XV/X+I | LXXVIII = IV«II + LXX | LXXXI = reve | 
LXXXII = IX*** +I | LXXXIII = IX*** + II | LXXXV = LXV / X+X | LXXXVI=LxXV/ X+XI| 
LXXXVII = LXV / X + XII | LXXXVIII = IV » I + LXXX] LXXXIX = X«(X - I) - X/X |XCV=C-Vv-r | 
XCVI=C-V+r | XCVI=C-X/V+I*I | XCVIII 2 IV4II + XC | xcix - c - 1 | 
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Bj LAU dit A 1260, 1395, 1435. 1530, 1827, 2187, 6880, 
102 510, 104 260, 105 210, 105 264, 105 750, 108 135, 110 758, 
115 672, 116 725, 117 067, 118 440, 120 600, 123 354, 124 483, 
125 248, 125 433, 125 460, 125 460, 125 500, 126 027, 126 846, 
129 640, 





吸血 鬼 至 少 有 f 副 猿 牙 的 吸血 鬼 数 的 数量 
位 数 数 比例 f—1 CE a HS 

4 [| 179286 | | T Dll "ON 0 — 

6 1/6081 148 1 0 0 0 

8 1/27881 3228 14 1 0 0 

10 1/82984 108454 12 0 0 0 

12 1/204980 4390670 2998 13 0 0 

14 1/431813 208423682 72630 140 3 1 











吸血 鬼 数 指 如 同 1260 一 样 的 整数 ， 可 以 写成 两 个 一 半 长 度 的 数字 乘积 
形式 ， 乘 积 的 因数 (吸血 鬼 猿 牙 ) 又 会 用 到 原来 的 数字 : 1260-21 x 60。 
若 吸 血 鬼 数 有 两 种 不 同 的 写法 ,我们 就 说 它 有 两 副 猿 牙 ， 比 如 12S460=204 x 
615 — 246 x 510, 

四 位 数 〈 长 度 为 4) 的 吸血 鬼 数 有 7 个 ， 长 度 为 6 的 有 148 人 个， 依次 类 
推 。 皮 特 … 哈雷 找 出 吸血 鬼 数 一 条 有 用 的 特性 。 大 zy (x 和 y 连 起 来 ) 是 一 
个 吸血 购 数 ， 则 xy — x -- y (mod 9)， 即 wy 除 以 9 的 余数 和 x+ty 除 以 9 的 余数 相同 1。 
让 我 们 来 证 明 : 将 x 十 进 制 各 位 数字 之 和 记 作 d(x)。 我 们 知道 d(x) mod 9 = x 
mod 9 ( 这 是 因为 10 = 1 mod 9, 100 = 1 mod 9 等 等 ， 即 证 明 “ 去 九 法 ”所 
用 的 推理 ) 。 

苦 xy 是 吸血 鬼 数 ， 根 据 定义 有 d(xy) = d(x) + do)， 于 是 有 : (xy) mod 9 = 
d(xy) mod 9 = (d(x)+d(y)) mod 9 = (d(x) mod 9 + d(y) mod 9) mod 9 = ((x mod 9) 
+ (y mod 9)) mod 9 = (x + y) mod 9, 

这 个 结论 减少 了 找寻 吸血 鬼 数 时 所 和 需 考 察 情 况 的 数量 。 夺 要 (x yy) 是 一 
个 吸血 购 数 ， 则 需要 (x mod 9) (y mod 9) = x mod 9 + y mod 9。 在 (x mod 9, 
y mod 9) 的 81 种 组 合 中 ， 只 有 六 对 满足 所 求 条 件 : (0, 0)、(2, 2)、(3, 6)、 
(5, 8)、(6, 3)、 (8, 5)。 这 样 不 用 计算 就 可 以 排除 百 分 之 九 十 以 上 的 情况 。 








注 1 mod 为 同 余 符号 。 一 一 译 者 注 
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—P KR HL WC EST RI AAA EJ LIA Zo APATE 125 460 = 
204 x 615 2246 x 510. WA ZEJT By 13 078 260 = 1620 x 
8073 = 1863 x 7020 = 2070 x 6318， 等 等 。 詹 斯 : 安德森 更 是 给 出 了 
一 个 极端 情况 ，70 位 数 的 数 1 067 781 345 046 160 692 992 979 584 215 
948 335 363 056 972 783 128 881 420 721 375 504 640 具有 惊人 地 猜 牙 数 
量 (100025 副 )， 其 中 第 一 副 是 1 067 848 081 094 217 464 565 739 302 
522 649 x 99 993 750 417 382 556 182 683 103 817 340 672, 


我 们 通过 创立 包含 参数 的 公式 , 并 对 每 个 上 信 给 出 一 个 吸血 鬼 数 ， 
以 此 来 证 明 存在 无 穷 多 个 吸血 鬼 数 。 

请 看 一 个 公式 : [25 x 10' + 1][100(10”! + 52)/25] = 8 (26+5 x 105(1 + 
25 x 105,42 TE 2501 x 4208= 10 524 208。, 两 位 数 、 四 位 数 、 六 位 数 、 
ne 十 四 位 数 的 吸血 鬼 数 的 数量 由 以 下 数列 给 出 : 0, 7, 148, 3228, 
108 454, 4 390 670, 208 423 682， 该 数列 也 被 收录 在 内 尔 : 斯 隆 数字 
百科 :全书 中 ， 编 号 A048935: http://oeis.org。 

















水 仙人 花 数 


bp 进 制 下 的 水 仙 花 数 是 其 所 有 kk 位 数字 的 k 次 方 和 等 于 其 本 
号 的 数字 。 数 字 153 就 是 十 进 制 下 的 水 仙 花 数 ， 它 的 三 位 数 满足 : 
153=1 +5 +3 。 十 进 制 下 ， 仅 存在 另外 三 个 三 位 数 的 水 仙 花 数 : 370 = 3 
+7+0、371=3 +7 + 、407=4+0+7。 

在 给 定 的 进 制 下 ， 只 有 有 限 数 量 的 水 仙 花 数 。 其 实 ， 在 b 进 制 下 ， 
一 个 位 数 的 各 位 数字 次 方 和 小 于 Kb-1) Æ k EKR, W k(b-1)y 
<bp”， 于 是 一 旦 满足 该 不 等 式 ,，b 进 制 下 的 任何 水 仙 花 数 都 不 能 包含 超过 
上 位 数 。 温 特 在 1985 年 证 明 在 十 进 制 下 有 88 个 水 仙 花 数 ， 其 中 最 大 的 有 
39 位 数 ， 是 11513221 901 876 399 256 509 559 797 397 522 401. 


X ES EE SZ 266415, DI BI eh X REDUX 
计算 机 网 络 ， 也 无 法 验算 直到 10” 的 所 有 数字 ( 根据 之 前 的 推理 ，10” 
是 一 个 界限 ， 之 后 不 可 能 再 有 水 仙人 花 数 )。 


下 面 是 有 、3 x eT 10 位 数字 的 水 仙 花 数 数列 :0、1、2.、3 4.5 D falis 
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9; 153, 370, 371. 407; 1634, 8208. 9474; 54 748. 92 727. 93 084; 
548 834; 1 741 725, 4 210 818. 9 800 817, 9 926 315; 24 678 050, 
24 678 051. 88 593 477; 146 511 208, 472 335 975. 534 494 836. 912 985 153; 
4 679 307 774。 


英国 数学 家 戈 弗 雷 . 哈代 (1877 一 1947 ) 在 其 著作 《一 个 数学 家 的 
HEEL) CA Mathematician's Apology) 中 明确 表达 了 自己 对 水 仙 花 数 的 看 
法 ， 他 认为 这 种 数字 毫 无 意义 :“ 只 有 四 个 大 于 1 的 数字 等 于 其 各 位 数 
字 的 立方 和 。 这 的 确 很 奇特 ， 适 合 开 个 问题 专栏 ， 让 业余 爱好 者 消磨 时 
光 ， 但 这 类 数字 本 身 并 没有 任何 让 数学 家 感 兴趣 之 处 。” 

很 难 理解 ， 为 什么 一 些 奇特 的 问题 会 遭 到 如 此 翡 视 ， 而 另 一 些 更 营 
雇 的 算术 问题 却 令 一 代 一 代 的 数学 家 倾注 心血 ， 比 如 费 马 大 定理 ， 儿 个 
世纪 以 来 耗费 了 人 们 那么 多 精力 , 直到 1995 年 才 被 安德鲁 - 威 尔 斯 解答 。 
谁 能 断定 ， 兽 明 水 仙 花 数 或 其 他 问题 的 理论 就 不 能 像 费 马 大 定理 衍生 出 
的 那些 理论 一 样 美妙 而 富有 应 用 潜力 呢 ? 























6. 平方 根 水 仙人 花 数 
我 们 重新 审视 一 下 好 傅 利 
曼 数 的 定义 。 普 通 伟 利 曼 数 的 表 729 = men" 


达 式 中 用 的 是 仅 由 该 数 所 包含 的 ax « [a -i ANS 
数字 不 重复 组 合 而 成 的 整数 。 6 1716 "ini de 
这 些 数字 通过 加 、 减 、 1764 = x7x9^ 
乘 、 除 、 整 数 次 方 这 五 种 算术 运 2378 = 347 
全 和 会 YUX = mp" 
在 好 倩 利 曼 数 中 ， 运 算 还 2746 = 244744 
要 按照 数字 原本 出 现 的 顺序 进 3645 = 3935 = X435 
i a YN 0 s Ce tO 
水 仙 花 数 在 傅 利 曼 数 介 许 包 - - 
HE ARCU TE GRum JW c e e xa 
f), 4903 = (449-1y 
科 林 . 罗斯 研究 了 那些 必 384 = V5+14 
须 用 到 平方 根 号 的 数字 (其 实 尚 “5 = (95 
不 属于 好 侍 利 曼 数 一 类 ) ,将 其 
称 为 “平方 根 水 仙 花 数 ”。 它 们 数量 有 限 〈 人 参见 附 图 ) ，10 000 以 内 只 有 12 个 。 
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平方 根 数 


我 们 在 五 种 运算 之 外 再 加 上 平方 根 运 算 C ) SUBE BUG SRI e 
数 的 定义 。 我 们 得 到 一 个 颇具 难度 的 概念 ， 如 果 需 要 多 次 使 用 平方 根 符 
号 ， 会 让 编程 寻 解 的 历程 变 得 更 艰难 。 科 林 ' 罗斯 研究 了 必须 使 用 平方 
根 号 的 数字 ， 并 将 其 称 为 “平方 根 水 仙 花 数 ”。 它 们 数量 不 多 ， 其 中 最 
小 的 是 729。 巧合 的 是 ， 柏 拉 图 在 《理想 国 》 一 书 中 称 ， 正 义 的 国王 比 
IA EA 729 fi! 

小 于 10 000 的 平方 根 水 仙 花 数 只 有 14 人 个。 当然， 还 可 能 有 其 他 类 
别 的 数字 。 一 定 会 有 ! 因此 ， 算 术 问 题 爱 好 者 在 探索 数字 世界 时 能 够 获 
得 无 穷 的 乐趣 ， 而 人 们 也 必须 具备 无 穷 增 长 的 计算 能 力 ， 才 能 开动 计算 
机 寻 范 、 收 集 这 些 非 物质 的 珍宝 。 
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更 多 好 书 


《数学 与 生活 ( 修订 版 ) 》 
《神奇 的 数学 : 牛津 教授 给 青少年 的 讲座 》 
《度量 : 一 首 献 给 数学 的 情歌 》 
《算法 的 乐趣 》 

《算法 问题 实战 策略 》 


数学 可 以 演绎 出 多 少 神 悬挂 画 框 的 
万 法 ?导论 图 形 中 的 数学 原理 你 看 懂 了 
吗 ? 雕塑 作品 中 隐藏 着 怎样 的 数学 密码 ? 
一 本 数字 “词典 ”是 什么 样子 的 ? 

数学 家 和 数学 爱好 者 不 断 从 数学 无 
穷 的 生命 力 中 挖掘 全 新 的 妙趣 ， 从 最 入 
蛙 的 游戏 出 友 ， 探 索 算 术 与 几何 的 巧妙 
与 优美 。 今 天 ， 计 算 机 不 但 能 承担 庞大 
的 计算 任务 ， 还 能 将 抽象 的 数学 原理 转 
5739 A RUXBUJZ NT EE A 
法 的 帮助 下 ， 破 解数 学 谜 题 的 过 程 又 将 
呈现 出 怎样 的 新 格局 ? 我 们 能 否 从 此 解 
决 一 切 未 解 之 迹 ? 


数学 ， 永 远 玩 不 够 。 
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有 完了 


如 果 您 对 本 书 内 容 有 疑问 ， 可 发 邮件 至 contact@turingbook.com， 
会 有 编辑 或 作 译 者 协助 答疑 。 也 可 访问 图 灵 社 区 ， 参 与 本 书 讨 论 。 
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